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RESUMEN 
El siguiente trabajo consta de la uni6n de la est~tica como 
asignatura con la resistencia de materiales que se dictan en 
la carrera de Ingenieria Civil. 
En SLI pr imen:'l et.apa se presen tan unas genera 1idades de 1 a 
es b~ti ca en CLlanto a 1 manej 0 de vectores, euerpo rigidrJ, 
equilibrio de cuerpo rigido, etc. y algunos ejemplos. 
El tema de elementos prism~ticos sometidos a fuerza axial ya 
inieia un acercamiento a la resistencia de materiales, m~s 
directo, en forma gen~rica se plantes el estado de tensiones 
en clif€~rentes pIanos, ensayo d'e fuerza a:·:ial, relaciones 
el~sticas, tensi6n-deformaci6n~ 
En la et.epa intermedia del trabajo hay una presentaci6n de 
generalidades, en 10 que se refiere a elementos prism~ticos 
de secci6n circu12\1~ y secci6n no circLI1ar' some'tidos a un 
momen to tors!:Jr-. 
El capitulo 4 hace una p,"'esentaei6n a los element.os 
prism~ticos sometidos a fuerza cortante y momento fleetor con 
algunos ejemplos. 
Sobre e1 momento de inercia hay una breve teoria aclareda con 
ejemplos sencillos. 
o. INTRODUCCION 
La realizaci6n de este trabajo tiene como principal objetivo 
dar a los estudiantes de Ingenieria Civil la oportunidad de 
tener un texto informal donde se recopilan de la manera m~s 
did~ctica y con~isa los temas de la Est~tica y la Resistencia 
de Materiales que se ofrecen en el pensum de la carrera. 
Se ha tornado informac:i6n cle los te>:tos mas conocidos que 
sobre 61 existen. 
En ningLIn momenta este trabaj o· ofrec:e un metodo nuevo de 
analisis 0 una soluci6n especial a un pr-oblema especifica 
s610 es una forma de hacer que' e~~t.as materias 11eguen al 
estudiante de la manera mas practica. 
1. ES'rATICli. 
1.1 DEFINICIONES 
1.1.1 Genera11dades 
La mec4nica de los cuerpos rig1dos se subdivide en est4tica y 
din4mica, las cuales tratan con cuerpos en reposo y con cuerpos 
en movimiento respectivamente. 
Es importante reoordar que las estructuras. m6qu1nas y 8611dos 
reales, nunca son absolutamente rigidas y se deforman bajo la 
acci6n de las cargas a que esttin sometidas. 
Pero. est.as deformaciones son generalmente tan pequef'ias. que no 
afectan las condiciones de equilibrio 0 de movimiento de la 
estructura en consideraci6n, sin embargo, son importantes 
cuando se refieren a la perdida de la resistenoia de la 
estructura. 
Los conceptos b4sicos emplead6~ en mec~nica son espacio, 
tiempo, masa y fuerza. 
La noc16n de espacio se asocia con la noci6n de la posici6n de 
un punta P. La p08ici6n de P puede ser definida POl.' trePJ 
longitudes medidas desde cierto punto de referencia, u origen, 
en tres direcciones dadas. Exist.en dos sistemas referenciales 
en mec4nica: coordenadas de Euler y Lagrange, las longitudes 
se conocen como las coordenadas de P. Para defini1.' un 
acontecimiento no es suficiente can 1ndicar au posici6n en el 
espacio, debe conocerse el tiempo en que transourre. 
2 
El concepto de masa se utiliza flara caracterizar y comparar los 
cuerpos sobre las bases de c l'tos experimentos mecanicos 
fundamentales. 
Ejemplo: dos cuerpos de igual masa. seran atraidos porIa 
tierra de la misma manera y ofreceran la misma l'esistencia al 
cambio en el movimiento de traslac16n. Una fuerza l'epresenta 
la acc16n de un cuerpo sobre otro. Puede sel' ejercida POl' 
contacto directo 0 a distancia. Como en el caso de fuerzas 
grav1tacionales y las magn§t1cas. Una fuerza se caracteriza 
POl' su punto de ap11cac16n, su magn1tud y eu d1recc16n y se 
repreeenta POl' un vector. 
1.1.2 Leyea fundamentales de Newton 
Primera Ley: S1 la fuerza resultante que actua sobre una 
particu1a es cero, 10. particu permanecer~ en reposo (si 
or1ginalmente estaba en reposo) 0 se movera con rapidez 
constante en linea recta (s1 or1g1nalmente estaba en 
movimiento) . 
Segunda Ley: S1 la fuerza resul tcmte que actua sobre una 
particu1a es d1ferente de cero, la particu1a adguir1ra una 
ace1erac16n proporc1onal a la masnitud de la resu1tante y 
en d1recci6n de esta fuerza resultante. Se puede escribir 
asi: 
~ ---? 
F = m.a 
F Fuerza resultante que actua Bobre la particula 
1 kg 1 m/s2 = lN (Newton) 
In Masa kg 
a Ace1eraci6n de la particula l l m/s2 
'J 
'.1 
Tercera Ley: Las fuerzas de accion y reacci6n entre 
cQerpos en contacto tienen 113. misma magnitud, 113. misma 
linea de accion y sentidos opuestos. 
Ley de 1a gravitaci6n de Newton: Estab1ecer que dos 
particulas de masas 11 y m seatraen mutuamente con fuerzas 
iguales y opuestos F y -F. La magnitud de fuerza F dada 
porIa formula: 
r Distancia entre las dos particu1as 
G Constante universal. Constante de gravitaci6n 
F - F Acci6n y reacci6n son iguales y opuestas y 
tienen 113. misma linea de acci6n. 
Peso W: 
particula 
M_ masa: 
La fuerza F ejercida 
se define como W peso 
Masa de la tierra. 
porIa 
de 109. p
tierra 
articula. 
sabre 1a 
m: 
r: 
masa de 
como 
la particula 
e1 radio R de 1a tierra e introduciendo la 
constante 
g '" GM 
La magnitud W del peso de una perticula de masa m se expresa 
como W =mg. 
4 
--- - ---
E1 v.a10r de R depende de 1a altura de 1 punt.o considerado; 
tambiE'm depende de 1a lati tud, deb ida a que 1a tierra no es 
tota1mente esf§rica. E1 valor de g, por consiguiente, varia 
con 1a posici6n del punto considerado. Mientras que el punt.o 
considerado permanezca sobre 1a superficie terrestre, es 
suficientemente exacto en 1a !'Dayoria de los casos suponer g 
19ua1 ~ 9,76 m/s2 para Medellin 6 9,81 m/s2. 
1-2 FUERZA SOBRE UNA PARTlCULA 
Una fuerza representa 1a aeci6n de un cuerpo sobre otro. Se 
cacteriza por su punto de aplicac16n, su magnitud yo su 
d1rec010n. 
"Particula" no se refiere a corpusculos peguenos, significa 
que el tame.fi.o y forma de los cuerpos en oonslderF.w16n no 
afectan la soluci6n de 106 problemas y se supone por todas las 
fuerzas que actuan sobre determinado cuerpo tienen el mismo 
punto de aplicacion, asi cada fuerza estara definida por su 
magn1tud y direcci6n. 
La direcci6n de una fuerza se define por su linea de Bcci6n y 
su sentido. La linea de accion es una linea Infinite a 10 
largo de Ie cual actua la fuerza. caracteriz.:; por el angulo 
que forma con c ie rto ej e f ij 0 . La fuerza se representa 
mediante un segmento de eeta linea. 
,,-1 IFI :: N %
10 
'l,-to'
,0 
-+A 30" I ~I :: modulo de F 
La fuerza anterior tiene igual magni tud pero diferente sentido, 
la misma linea de acci6n, POl' 10 tAnto tendran efectos 
- - -
I"~ 
I 
distin10s sobre la particula. Veamos que pasa con dostuerzas 
P y Q ~obre una particula situada en el punta A . 
-';- -'" 
A 8 :: Q 
R :: Q + P 
P y Q pueden reemplazarse POl' uria sola fuerza R que tiene el 
mismo efecto sobre la particula y se denomina resultante de 
fuerzas. 
La diagonal que pasa.pOr A representa la resultante, conocida 
como la ley del paralelogramo para la Burna de dOB fuerzas. 
1.2.1 Vectores 
Las fuerzas no obedecen las leyes de la adici6n de la 
artim~tica y algebra. Ejemplo: 
,.k?SJ·v;o.-.. , 
.-0
--9--7£/ if:' 
~ I 
I 
e 
A 
4N· 
Sumando las fuerzas de 3 N y la de 4 N dan 5 N. Los 
desplazamientos, lasvelocidades, las aceleraciones y los 
momentos son cantidades fisicas ~ue sumadas poseen magnitud y 
direcci6n y se suman seg6n la ley del baralelogramo. Todas 
i" 
.I 
estas ~antidades se pueden representar matematicamente por 
vectores. mientras que las cantidades que no tienen direcci6n, 
como el volumen, la masa y la energia Se representan por 
n~meros ordinarios 0 escalares. 
Asi pues, los vectores se definen como expresiones matematicas 
que poseen magnitud y direcci6n y que se suman de acuerdo con 
la ley del paralelogramo. Se representan par flechas PoP. 
1.2.2 Tipos de vectores 
Vector fi,jo: Si un vector representa una fuerza que act~a 
sobre una particula dada,tiene un punto de aplicacion 
bien definido, esto es, la particula misma. Se dice que 
tal vector es fijo y no puede moverse sin modificar las 
condiciones del problema. 
Vectores libres: Los pares de fuerzas se representan POI' 
vectores que pueden desplazarse libremente en el espacio 
y reciben el nombre de vectores libres. 
Vectores deslizantes: Las fuerzas que act~an sabre un 
cuerpo rigido, se representan POI' veotores que pueden 
moverse 0 deslizarse a 10 largo de la linea de aooi6n. 
Son lOB veotores deslizantes. 
Se dice que dos vectores son iguales ouando t ienen la misma 
direccion y la misma magnitucl, tengan 0 no e1 miemo punto de 
aplicaoion. Se pueden representar oon Is misma letra. 
El vector negativo de un vector P se define oomo e1 vector que 
tiene la misma magnitud de P y d1recc16n opuesta a la de P y se 
representa POI' -Po 
7 
,"
.I 
donde' P + (-P) o 
1.2.3 Suma de vectores 
Por definici6n los vectores se suman de acuerdo a la ley del 
l 
paralelogramo. Ejemplo: Sumar P y Q 
Se obtiene fijando los dos vectores al punto A y construyendo 
un paralelogramo can P y Q como dos lados contiguos del 
paralelogramo. La diagonal que pasa por A representa la suma 
de los vectores P y Q y se representa como P + Q. La suma de 
vectores es conmutativa. P + Q = Q + P y asociativa. 
1.2.4 Metodo para obtener la suma de dos vectores 
Ejemplo: Sumar P y Q. La suma de los vectores puede 
encontrarse colocando el origeh,de R en el extremo de P, y 
luego uniendo el origen de P can el extremo de Q. 
p 
8 

,"
.I 
El metqdo se conoce como la regIa del triangulo. 
1.2.5 Sustracci6n de un vector 
Se define como la adici6n del correspondiente vector negativo. 

Ejemplo: P - Q. 

Se obtiene sumando a P el vector negativo-Q 

P - Q = P + (-Q) 
Se observa que se usa el mismo signa para representar la 
sustracci6n vectorial y escalar. 
1.2.6 Suma de tras 0 mas vectores: P, Q y S 
Se suman primero P y Q y luego el vector S al vector P + Q. 
P + Q + S = (P + Q) + S 
En forma similar la suma de cuatro vectores, se obtiene sumando 
el cuarto vector a la suma de los tres primeros. 
Entonces se ha aplicado primero la regIa del triangulo para 
sumar P y Q y se aplica nuevamente la regIa del triangulo para 
obtener P + Q + S. 
Otra manera colocando sucesivamente el origen de uno de lOB 
vectores en el extremo del otro y finalmente uniendo el origen 
del primero con el extremo del dltimo. Esta es la regIa del 
poligono para la suma de vectores. 
9 
,1.2.7 Producto de un escalar por un vector ,I 
--'->. ~ -.:. ~ --!:to ----.::. 
_ La suma de P + P se expresa como 2P, de P + P + P como 3P. 
Se puede representar la suma de n vectores iguales P POl' el 
--'" 
producto nP. (n: entero positivo. P: vector que tiene la 
misma direccion de Pyla magnitud de nP.. 8i definidos e 1 
producto KP de un escalar K y un vector P como un vector que 
tiene la misma direccion de P (si· K es positivo). 0 direccion 
opuesta a la de P (si K es negativo) y la magnitud igual al 
producto de P con el valor absoluto de K. 
~/'.5P 
-2P 
1.2.8 Resultaate de varias fuerzns concurrentes 
Considerando una particula sobre la cual acttian varias fuerzas 
cioplanarias, es dec ,varias fuerzas contenidas en el mismo 
plano. Como todas las fuerzas pasan par A, se dice que son 
concurrentes. Los vectores que representan las fuerzas que 
acttian sobre A pueden sumarse por la regIa 1 poligono. El 
vector R obtenido, representa la res111 tante de las fuerzEls 
concurrentes, es decir, la fuerza unica que produce sobre la 
particula A, e1 mismo efecto que causan las fuerzas 
concurrentes dadas. No importa el orden en que se sumen los 
vectores. 
10 
p p 
Q 
As 
Q 
1.2.9 Descomposicion de una fuerza en componentes 
Dos 0 mas fuerzas que actuan sQbre una particula pueden 
reemplazarse por una fuerza unica que produce el mismo efecto 
sobre la particula. Estas fuerzas que se llaman componentes de 
una fuerza original F que pueden ser dos 0 mas que en conjunto 
produzcan el mismo efecto sobre la particula se denominan 
componentes de F y ese proceso de reemplazar F por elIas se 
llama descomposici6n de la fuerza F en sus componentes. 
Para cada fuerza F existe un numero infini to de conjuntos 
posibles de componentes, el numero de formas en que una fuerza 
F puede descomponerse en dos·componentes es ilimitado. 
Veamos dos casos: 
1. 	 Se conoce la linea de acci6n de cada componente: la 
magnitud y direcci6n de las componentes se obtiene 
aplicando la ley de 1 paralelogramo y trazando POl' el 
extremo de F lineas paralelas a las lineas de accion. 
Esto conduce ados componentes, P y Q, bien definidas, que 
pueden determinarse graficamente 0, mediante la ley de los 
senos. 
11 
Q 	 .I" 
p 
2. Se canace una de las dos componente P, la segunda 
componente se obtiene aplicando la regIa del triangulo al 
unir el extrema de P can e1 extrema F. La magnitud y 
direcci6n de la sesuncla componente se detertnina 
graficament.e 0 POl' trigonomet.ria. Cuando se determinan 
ambas component.es P y Q deben aplicarse en A. 
Q 
Ejemplos: 
Se arrastra una roca POl' media de dos cables, como se aprecia 
en la. figura. Si la resultante de las dos fuerzas ejercidas 
par los cables es de 300 Ib, paralela al eje de la roca 
calcular: 
a. 	 La tensi6n en cada cable, sabiendo que a = 30". 
b. 	 El valor de a para que la tensi6n en el cable 2 sea 
minima. 
12 
,', 
,I 
Solucion: 
a. 	 Utilizando ley del paralelogramo se sabe que la diagonal 
(resultante) es de 300 lb y es hacia la derecha. 
Se trazan los dos lados para1elos a los cables. Si es a escala 
se puede medir: 
T1 = 196 lb T2 = 134 1b 
Solucion trigonometrica: Utilizando la regIa del triangulo. 
Observamos que el triangul0 representa la mitad del 
paralelogramo dibujado anteriormente. Uti1izando la ley los 
senos, escribimos: 
Asi: 
rp
.0,1 3001b 
sen 1300sen 30° 
13 
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Tl. = 195,8 Ib y Tz = 133,9 Ib 
b. 	 Valor de a para que Tz sea minima. Para determinar el 
valor de a can el cual la tension en e 1 cable 2 sea 
minima, se utiliza una vez mas la regIa del triangulo. En 
el diagrama, la linea 1-1 tiene la direccion de Tl.. Por 
las lineas 2-2 se indican varias direcciones posibles de 
Tz. Vemos que el valor minima de Tz se obtiene cuando Tl. 
y Tz son laterales. El valor minima de Tz es: 
Tz = (300 Ib) sen 20° = 102,6 Ib 
300 Lb 
Los valores corresponciientes de Tl. y a son: 
Tl. = (300 Ib) cos 20° = 282 Ib 
a = 90° 
a = 70° 
14 
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Ejemp:J.o 2: 
j j 
Dos elementos estructurales Bye estan remachados al soporte 
A. Si la tensi6n en el elemento B es 6 KN y la tensi6n en C es 
10 KN, determinar graficamente la magnitud y direcci6n de la 
fuerza resultante que actua sobre el soporte. 
1.2.10 Componentes rectangulares de una fuerza 
Una fuerza se puede descomponer en dos componentes 
perpendiculares entre si. Fx en.direcci6n x y Fy en direcci6n 
y. 
Se llaman componentes rectangulares. 
Generalmente se hace que los ejes x, y. tengan respectivamente 
la direcci6n horizontal y vertical; sin embargo pueden tomarse 
en dos direcciones perpendiculares cualesquiera. 
Tomando vectores de magnitud 1, orientados respectivamente en 
la direcci6n positiva de los ejes x y y. Estos vectores se 
llaman vectores uni tarios y se representan por i y por j. 
Recorclando que el producto de un escalar por un vector, 
observamos que las componentes rectangulares Fx y Fy de una 
fuerza F pueden obtenerse multiplicando los vectores unitarios 
i y j respectivamente por los escalares apropiados. Entonces 
ejemplo: 
15 
Asi: 
" / 
Fx = Fxi 
Fy Fyj 
F = Fxi + Fyj 
Mientras que los escalares Fx y Fy pueden ser positivos 0 
negativos seg~n el sentido de Fx y de Fy. 
Sus valores absolutos son iguales, respectivamente, a las 
magnitudes de las fuerzas componentes Fx y Fy, los escalares Fx 
y Fy se llaman las componentes escalares de la fuerza F, en 
tanto que los vectores componentes Fx y Fy se llaman las 
componentes vectores la fuerza F. 
La componente escalar Fx es positiva cuando el vector 
componente Fx tiene la misma direcci6n del vector unitario i 
(es decir, el mismo sentido del eje positiv~ x) y negativo 
cuando Fx tiene direcci6n opuesta. Se puede concluir la misma 
para la componente escalar Fy. 
Si se representa por F la magnitud de la fuerza F y por e y 
Angulo entre F y el eje x, medido a partir del eje x positiv~ 
y en sentido contrario al movimiento de las agu.jas del reloj. 
y 
Fy = Fyj 
16 
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Un hombre tira con una fuerza de 300N una 'cuerda 
sujeta a un edificio. 6Cuales' son las componentes horizontal 
y vertical de la fuerza ejercidapor la cuerda sobre el punto 
A? 
A,/ 
I 
I8111 
I'At X 
«e 
..c-• 
. Jq,
'" 
1',/ 
@ ® 
Soluci6n: 
En la Figura b, Fx = 300N cos.a = Fy = -(300N) sen a. 
Observando AB = 10 m-encontramos que: 
8m 8m 4 cos (X = = = AS 10 m 5 
6m 6m 3 sen « = = AB 
:: 
10 m 5 
Asi: 
17 
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,1 
Fx = 300 N : = 240N 
FY' -300N x ; '" -lBON"" 
donde F = (240m i - {180m j 
tan6 = 12:: F :::: JFX2 + Fy2Fx 
Sin embargo, una vez que se ha encontrado e, es m~sf~cil, 
generalmente, determinar la magnitud de la fuerza despejando F. 
1.2.11 Suma de fuerzas por adici6n de componentes 
Ejemplo: 
Cuatro fuerzas actuan sobre un perno A, como est~ en la Figura. 
Determinar la resultante de fuerzas Bobre e1 perno. 
Soluci6n: 
Las componentes x y y de cada fuerza las determinamos 
trigonometricamente los numeros esca1ares que representan 10. 
componente de una fuerzo. seran positivos si 1a componente tiene 
e1 mismo sentido del eje coordenado correspondientemente. 
x positiv~ a la derecha 
y positiv~ hacia arriba 
,18 
y (F2C~r . 
~ (F, ... .,.,. !. 
- (F2. se:'2.l1'lIl r~ COIllSo11 
, ! -( F4 Sen H5°11 
- F31 
F3'1I0 N 
Fuerza Magnitud (N) Componente X (N) Componente y (N) 
F1 150 +129,9 + 75,0 
F2 80 - 27,4 + 75,2 
F3 110 0 -110,0 
F4 100 + 96,6 - 25,9 
Rx=+199,1 Ry=+ 14,3 
La resu1tante R de las cuatro fuerzas es: 
R = Rxi + Ryj R = (199,lN)i + (13,2N)j 
/t 1 -< :R Ry=(i4.3 N)j Rx=(l99. IN) i 
La magnitud y direcci6n de la resultante pueden ahara 
determinarse en e1 triangulo mastrado, 
14,3N 
199, iN 
R 14,3N 199,6Nl1li 1:::l 
sen a 
R = 199,6N <t 4,10 
I 
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1.2.12 Component;es rectangu1ares de una fuerza en e1 '~spacio 
Consideremos una fuerza F que actua en el origen 0 del sistema 
de coordenadas rectangulares x,y y z. Para definir la 
direcci6n de F, dibujamos el plano vertical OBAC que contiene 
a F. ~l plano contiene el eje vertical y; su orientaci6n esta 
definida por el angulo 4> que forma con el plano xy. 
'1 
o"""""-----i--- x 
'I
'I 
8F'I8 
A 
Flo 
x 
c 
zz 
y la direcc i6n de F, sobre el plano, esta definida por el 
angulo 9y que forma F con el e;je y. La fuerza F puede 
descomponerse en una componente vertical Fy y la componente 
horizontal Fh; esta operaci6n se realiza dentro del plano OBAC. 
Las componentes escalares son: Fy = F cos By Fh = sen By. 
Pero Fh puede descomponerse en dos componentes rectangulares Fx 
y Fz a 10 largo de los ejes x y z, respectivamente. Esto se 
realiza en el plano zx. Se obtienen las siguientes expresiones 
para las componentes escalares: 
Fx = Fh cos 4l F sen 9y cos 4l 

Fz Fh sen 4> = F sen 9y sem 4:l 
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La fuerza dada F se ha descompuesto asien tres componentes 
vectoriales rectangulares Fx, Fy, Fz a 10 largo de los tres 
ejes de coordenadas. 
-I 
Para conocer el valor de F bastara con aplicar la siguiente 
ecuaci6n: 
I 

Introduciendo los vectores unitarios i, j y k orientados en las 
direcciones de los ejes x,y yz, podemos expresar F en la 
forma: 
~ -'>- -'>- ­F = Fxi + Fyj + Fzk 
y 
Ejemplo: Una fuerza de 500N forma angulos de 60,45 y 120 0 en 
los ejes x,y y z respectivamente. Hallar las componentes Fx. 
Fy y Fz de esta fuerza. 
F = 500N ex = 60°, ey = 45 0, 8z = 120° 
en las formulas: 
Fx (500N) cos 60° 
-
- 250N 
Fy = (500N) cos 45 0 = 354N 
Fz = (500N) cos 120° = 250N 
21 
·Asi: 
F = (250N)i + (354N)j - (250N)k 
Como en el caso de las dimensiones~ el signo mas (+) indica que 
la componente tiene el mismo sentido del eje correspondiente y 
el signo menos (-) que tiene sentido opuesto. 
Ejemplo: El angulo entre el tirante AB y el mastil es de 20°. 
Si se sabe que la tensi6n AB BS de 300 Ib, determinar (a) las 
componentes x, y y z de la fuerza ejercida sobre el bote en B, 
y (b) los angulos ax, By y 9z que definen la direcci6n de la 
fuerza ejercida en B. 
x 
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; 
Solucion: 
cos:!6x 4- cos:iOy "" cos~(l3' 6 1 

Fy = Et:os 20" :::: 291 / 91 lb 

Fx = Feen 20'6 cos 40" = - 78,60 

Fz = Fsen 206 sen' 40" = - 65 t 95 

cos ax = - 78,60 - 6 = C06-1 (-0,262)300 x. 
Ox "" ~05, ~91) 
65,95
cos elf = -6 = 003-1 (-0,22)zr300 
~02, 701)zo -­
= 281,91 _ 6 = 20<) 
300 y 
1.3 CUERPOS RIGIDOS 
Cuerpo rigido se define como aquel que no se deforma. Las 
estructuras y maquinas reales no se pueden considerar 
absolutamente rigidas y se deforman cuando se les aplica 
cargas. Estas deformaciones pueden sel' grandes y pequenas 
aungue generalmente son peguenas y no afectan apreciablemente 
las condiciones de equilibrio 0 de movimiento de la estructura 
considerada. Las deformaciones son importantes en cuanto 
concierne a la resistencia, a la rotura y se considera en el 
estudio de la resistencia de materiales.j 
?3 
1.3.1 Fuerzas exi;ernas e internas 
1.3.1.1 Fuerzas externas 
Representan accion de otros cuerpos sobre el cuerpo rigido 
en consideracion. Son responsables del comportamiento 
externo del cuerpo rigido. Haran qu~ el cuerpo se mueva 0 que 
permanezca en reposo. originar traslacion 0 rotacion. 
1.3.1.2 Fuerzas interftas 
Fuerzas que mantienen unidas las particulaa que forman el 
cuerpo. Si el cuerpo r idoes estructuralmente compueato de 
varias partes, las fuerzas que mantienen unidas partes 
componentes se denominan fuerzas internas. 
1.3.2 Momento de una £uerza respect;o a un punto 
Consideremos una fuerza F sobre un cuerpo rigido. El efecto de 
F sobre el cuerpo rigido depende del punto de Aplicacion A. La 
posicion de A se define convenientemente por el vector r que 
une el punto de referencia fijo 0 con el punto A. Este vector 
se conoce como vector de posicion de A. 
Mo 
El vector posicion r y fuerza F deflnen el plano mostrado 
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Definiremos el momento de F con respecto a 0 como el p'roducto 
vectorial de r y F. Mo = r x'F. 
El Mo debe ser perpendicular alplano que contiene a 0 y a F. 
El sentido del momento Mo caracteriza el sentido de la rotacion 
que F tiende a imprimir al cuerpo rigido. 
f 
Rotacion del cuerpo en el senticlo contrario a las manecillas 
del reloj se considera Momento Positivo. Y rotacion en el 
sentido de las manecillas del reloj Momento Negativo,(Segun la 
regIa de la mana derecha). 
El angulo 9 es el Angulo comprendido entre las lineas de accion 
del vector de posicion r y la fuerza F hallamos que el momento 
de F con respecto a 0 es: 
Mo = rF sen 9 = Fd 
y d representa la distancia perpendicular deade 0 a la linea de 
accion F. Como la tendencia de la fuerza F a hacer rotar un 
cuerpo rigido alrededor de un e~je perpendicular a la fuerza 
depende de la distancia de F al eje, como tambien de la 
magni tud de F, observamos que la magni tud de Mo mide la 
tendencia de la fuerza F a impartir un movimiento de rotacion 
al cuerpo rigido alrededor de un eje fijo dirigide segun Mo. 
Aunque el momento Mo de una fuerza respecto a un punto depende 
de la magnitud de la linea de accion y del sentido de la 
fuerza, no depende de la posicion del punto de aplicacion de la 
fuerza a 10 largo de au linea deacci6n. El momento Mo de una 
fueraz F no caracteriza el pun'co de aplicacion de la fuerza F. 
El momento Me de una fuerza F de magnitud y direccion conocidas 
define completamente la linea de acci0I"'\ de F. Su linea de 
" 
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acci6n debe encontrarse en un plano que pase par 0 y 
.perpendicular a Mo. 
1.3.3 Momento de una fuerza respecto a un eje 
I 
Las componentes Fx, Fy y Fz de una fuerza F que actua sobre unI cuerpo rigido miden, respectivamente, la tendencia de F ai desplazar el cuerpo rigido en las direcciories x, y y z. Los 
momentos Mx, My y Mz de F respecto a los ejes coordenados miden 
la tendencia de F a impartir al cuerpo rigido un movimiento de 
rotaci6n con relaci6n a los ejes x,y y z respectivamente. 
El momento de una fuerza con respecto a un eje coordenado es 
igual a la componente de Mo con respecto a dicho eje. 
1.3.4 Reducci6n de un sistema de.fuerzas a una fuerza y un par 
Se tiene actuando sobre un cuerpo rigido en los puntos A1, A2, 
As las fuerzas y Fs definidas por los vectores de 
posicion r1, r2 y rs. 
FI 
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Como se vi6 en la seccion anterior, puede trasladarse de un 
punta A1 a un punta dado 0 si se agrega al sistema original de 
fuerzas un par de momenta M1 igual a r1 x Fl de F1 con respecto 
a o. Repi tiendo este procedimiento can F2, Fs, etc. Se 
obtiene el sistema mostrado en (b) formado par fuerzas y pares 
que acttian en O. Como las fuerzas son concurrentes, pueden 
·sumarse vectorialmente y reemplazarse par su resultante R. Del 
mismo modo los vectores del par 1''11, M2, Ms, etc. pueden sumarse 
vectorialmente y reemplazarse par el vector del par resultante 
MaR. Cualquier sistema de fuerzas, par complejo que sea, puede 
reducirse a un sistema equivalente fuerza-par que acttie en un 
punta dado O. Observamos que, mientras cada uno de los 
vectores del par M1, M2, Ms, etc., en (b) es perpendicular a 10 
fuerza correspondiente, el vector del par resultante MaR y R en 
(c) no son en general, perpendiculares entre si. El sistema 
fuerza par equivalente se define por las ecuaciones: 
R -+ = 'EMf) = 'E .(r x F1 = 
.,. [f I y:jE 	Yxn Yyn 
F;rn FJ.'D F:;m 
n = l,2,.".".".m 
las cuales expresan que la fuerza resul tante R se obtiene 
sumando todas las fuerzas del sistema, mientras que el momenta 
MaR del par, llamado momentoresultante del sistema, se obtiene 
sumando los momentos can respecto a 0 de todas las fuerzas del 
sistema. 
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1.3.5 Sistemas equivalen1;es de fuerzas 
Cualquier sistema de fuerzas.que actue sobre un cuerpo rigido 
puede ser reducido a un sistema fuerza-par en un punto dado O. 
Este sistema fuerza-par equivalente caracteriza completamente 
el efecto del sistema dado sobreel cuerpo rigido. 
Dos sistemas de fuerzas son equivalente si pueden ser reducidos 
al mismo sistema fuerza-par en un punto dado O. Dos sistemas 
de fuerzas F~ F2 F3, etc. y F~l., F~2, F~3, etc. Son 
equivalentes si y solamente si las sumas de las fuerzas y las 
sumas de los momentos de las fuerzas con respecto a un punto 
dado 0 de los dos sistemas son respectivamente iguales. 
Expresadas matematicamente, las condiciones necesarias y 
suficientes para que dos sistemas de fuerzas sean equivalentes 
son: 
LF = ·LF' 
'.EM(> "" LM' ('.t 
Para verificar que dos sistemas de fuerzas son equivalentes la 
relaci6n 2:Mo = 2:M' 0 necesi ta .ser establecida con respecto 
solamente a un punto O. Sin embargo, sera valida con respecto 
a cualquier punto si los dos sistemas son equivalentes. 
Descomponiendo las fuerzas y los momentos en sus componentes 
rectangulares, podemos expresar algebraicamente las condiciones 
necesarias y suficientes para que dos sistemas de fuerzas que 
actuan sobre un cuerpo rigido sean equivalentes, de la manera 
siguiente: 
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~ Fx = :E Fx~ :E Fy = :E Fy~ 
~ Mx = :E Mx~ :E My = :E My~ 
Estas ecuaciones tienen un significado fisico sencillo. 
expresan que dos sistemas de fuerzas son equivalentes s1 
tiendena impartir al cuerpo rigido: 
1. 	 La misma traslaci6n .en las direcciones x 
• 
y, z 
respectivamente. 
2. 	 El mismo movimiento de rotaci6n alrededor de las x, y, z 
respectivamente. 
1.4 	 EQUILIBRIO DE CUERPO RIGIDO 
Se dice que un cuerpo rigido esta en equilibrio cuando las 
fuerzas externas que actuan sobre 81 forman un sistema de 
fuerzas equivalentes a cero es decir, cuando la resultante de 
las fuerzas externas es cero y no existe un par de fuerzas_ 
Las condiciones necesarias y suficientes para el equilibrio de 
un cuerpo rigldo se pueden expresar p~r las seis ecuaciones 
escalares siguientes: 
2: Fx = 0 2: Fy = 0 2: Fz = 0 
<:::'2: Mx = 0 :E My = 0 .:. Mz = 0 
... 	 ... 
R 	 0 
... 
Me ... 0 
-" 
El sistema de fuerzas externas no impart ira ni movimiento ni 
traslaci6n ni de rotaci6n al cuerpo rigi~o considerado. 
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1.4.1 Solicitaciones 0 fuerzas internas 
Son fuerzas que aparecen cuando hacemos un corte ficticio. 
Para ver la naturaleza de las fuerzas que se originan dentro de 
un cuerpo para equilibrar el efecto de las fuerzas aplicadas 
exteriormente se emplea un m&todo,uniforme realizando un dibujo 
esquematico completo del miembro 0 cuerpo que se va a 
investigar, indicando las fuerzas externas que actuan sobre &1 
en sus puntos de aplicaci6n respectivos, este esquema se 
denomina Diagrama de Cuerpo Libre. 
Las fuerzas que actuan sobre el cuerpo, incluso las fuerzas 
reactivas que ejercen los soportes y el peso propio del cuerpo 
(las fuerzas inerciales debidas a la aceleraci6n son fuerzas de 
cuerpo, y actuan en todo el cuerpo de manera que se pueden 
relacionar con su volumen total; en la mayoria de los casos 
pueden considerarse cargas externas), se consideran cargas 
externas. 
Un cuerpo en repose estable esta en equilibrio, las fuerzas que 
actuan sobre &1 satisfacen las ecuaciones de equilibrio 
estatico. 
Asi A -+M 
_--I--P"
P, 
P... 
( b) ( c) 
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Se tiene un diagrama de cuerpo libre y se estan indicando todas 
las fuerzas que actuan sobre el y satisfacen las ecuaciones de 
equilibrio estatico. Como la determinaci6n de las fuerzas 
interna,s originadas por las fuerzas externas es algo que 
deseamos conocer se hace un corte arbi trario obteniendo dos 
partes distintas; este proceso se llama Metoda de Secciones. 
Entonces, si el cuerpo esta en equilibria, cualquier parte del 
cuerpo 10 estara tambien. 
Sin embargo, para tales partes ,de un cuerpo algunas de las 
fuerzas necesarias para mantener el equilibrio deben actuar en 
la secci6n de corte. 
Se puede concluir: "Las fuerzas aplicadas exteriormente a un 
lade de un corte arbitrario tienen que estar en equilibrio con 
las fuerzas internas desarrolladas en la secci6n de corte, es 
decir, fuerzas externas equilibradas con fuerzas internas". 
Es significativ~ observar que aunque algunos cuerpos no esten 
en equilibrio estatico, pueden estar en equilibrio dinamico. 
Estos problemas se pueden reducir a problemas de equilibrio 
estatico. 
Primero se calcula la aceleraci6n de la parte en cuesti6n y 
luego se multiplica por la ma/sa. Donde F = maxima 10 que da 
una fuerza, si esta fuerza se aplica al cuerpo en forma 
directamente opuesta (es decir, igual direccion, pero 
diferente sentido) a la aceleraci6n de su centro de masa, el 
problema dinamico se reduce al orden estatico PRINCIPIO DE 
d~ALEMBERT, "la masa de un cuerpo sometido a un cambio de 
posicion, desarrolla una fuerza inercial proporcional a la 
aceleracion y de sentido contratio". Asi que los cuerpos se 
pueden considerar en un estado insta~taneo de equilibrio 
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estatiqo. De manera que para cualquier cuerpo, en eq~ilibrio 
estatico 0 dinamico, es posible trazar un diagrama de cuerpo 
libre en que se indiquen todas las fuerzas necesarias para 
mantener en equilibrio el cuerpo en conjunto. 
Princio de d~Alembert: V Vector de posicion 
d (m 	EY)
= dE de 
V B 
1.5 	 ESTADO GENERAL DE TENSIONES Y DEFORMACIONES EN UN SOLIDO 
DEFORMABLE 
La resistencia de materiales es. una ciencia que estudia el 
comportamiento de los cuerpos deformables; tales 
comportamientos son: 
'Resistencia: Capacidad para soportar cargas. 
Rigidez Oposicion a ser deformado. 
Estabilidad: Pandeo, debido a la falla geometrica no a la 
baja resistencia, puede ser apoyos insuficientes 0 mal 
colocados. 
Cuerpo deformable: Cuerpo que cambia de formas y tamanos 
sometidos a fuerzas. 
Si se toma un elemento 0 m:Lembro de una disposicion 
particular de elementos estructurales 0 de maquinas se 
I 
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indica en un diagrama con todas las fuerzas aplicadas y 
reacciones que actuan sobre 81. Esto sera el diagrama de 
cqerpo libre del elemento. 
Las reacciones se determinan por aplicaci6n de las 
ecuaciones de la est~tica 0 de condiciones de frontera. 
En el punto que se desea la magnitud del esfuerzo se hace 
pasar un plano de corte perpendicular al eje del cuerpo y 
se separan las secciones. 
En la secci6n que se investiga se determina el sistema de 
fuerzas internas necesarias para mantener en equilibria la 
parte aislada del element9_ 
En general, tal sistema de fuerzas consta de una fuerza axial, 
una fuerza cortante, un momento flexionante y un momento de 
torsion que es la clasificaci6n de las solicitaciones 0 fuerzas 
internas. 
I 
I 
I 
~
."I ',..),,~ -­..... 
I 
I 
I 
\ll 
\ 
" \ '\/1. 
\ 
! I 
~ 
I 
..,.~ 
I 
-.. 
M '~ 
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P Fuerza axial 
T Momentor t~rs~r 
Vy Cortante 0 eizalla 
My Momento fleet~r 
Vz' Qortante 0 eizalla 
Mz Momento fleet~r 
Fuerza axial: Estira 0 acorta (segun tracci6n 0 eompresi6n). 
P ~'--__+__--I~ P p --1.......___--Ir- p 

Su linea de aeci6n coincide con el eje centroidal del elemento. 
Fuerza cortante: Corta el cuerpo 0 barra, aetua en el plano 
perpendicular al eje. 
Oerecho abojo Oerecha arriba 
Momento torsor: Hace girar el euerpo en su mismo eje. 
Momento flector: Dobla el euerpo. 
M M 
La Secci6n del cuerpo positiva es la que ~iene la direcci6n del 
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eje y la otra la contraria. 
Una vez resuelto en forma apropiada el sistema de fuerzas que 
actuan en la secci6n. las f6rmulas permitiran determinar los 
esfuerzos en la secci6n considerada. 
5i se sabe la magnitud del esfuerzo maximo en una secci6n, se 
podra especificar el material apropiado para ella; 0, 
reciprocamente, si se conocen las propiedades fisicas de un 
material, es posible seleccionar un elemento del tamano 
apropiado. 
El conocimiento de la deformaci6n en una secci6n arbitraria de 
un elemento, originada POl' las fuerzas internas, permitira 
predecir la deformaci6n de la estructura en conjunto, Y POl' 
tanto, si fuera necesario, disenar elementos que no se 
flexionen 0 cambien excesivamente. 
1_5_1 Clasificaci6n de las estructuras 
Las estructuras pueden clasificarse segun su geometria en tres 
grupos, aunque fisicamente son tridimensionales: 
Elementos tridimensionales:. Tres dimensiones del mismo 
orden de magnitud. Ejemplo: represa. piezas de 
maquinaria. 5e estudia con ecuaciones de derivadas 
parciales, y la teoria que Ie da orientaci6n es la teoria 
de la elasticidad. 
Elementos bidimensionales 0 laminares: El espesor es 
despreciable en comparaci6n con las otras dimensiones. 
E~i emplo: tuber las, calderas, placas. 5e siguen 
utilizando ecuaciones de derivadas parciales. 
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Elementos lineales: o esqueletales, s610 interesa una 
dimensi6n, se utilizan ecuaciones algebraicas. Ejemplo: 
vigas, columnas. 
Clasificacion: 
Viga s 
Columnas I . 
Po r t j cos R 
Cercha *ISZ\; 
Ent ramado //;757217 
1.6 CARACTERISTICAS DE LOS MA'rERIALES 
Homogeneidad: Cuando en todos los puntos del material las 
propiedades son las ~ismas. Ejemplo: los metales. 
Hetereogeneidad: Cuando en todos los puntos del material 
las prapiedades son distin~as. Ejemplo: concreto. 
Isotropico: Cuando en un punta tiene las mismas 
propiedades en todas las direcciones. Ejemplo: acero 
Anj.sotropico: Lo contrario. Ej emplo: caucho, madera. 
Linealidad: Cuanda la relaci6n entre causa y efecto es 
lineal 0 de primer orden. 
3G 
Efecfo 
Elasticidad: Si se tiene una barra a tracci6n simple, 
cuando aumenta gradualmente la carga de tracci6n P. Se 
observa para elvalor de P un alargamiento 8 de la barra, 
subsiguientemente, si se disminuye gradualmente la carga 
hasta cero. el alargamiento 8, desaparecera completa 0 
parcialmente. es decir. la barra tiende a recobrar su 
longitud inicial 1. 
p 
La propiedad que posee un material de volver parcial 0 
completamente a su forma inicial una vez desaparece la 
carga es 10 que se llama elasticidad. 
Si el material recupera completamente su longitud inicial 
se dice que el material es perfectamente elastico, de 10 
contrario se dice que es 6610 parcialmente elastico. En 
el ejemplo se puede admitir que, por efecto de 1a 
tracci6n, todas las fibras 10ngitudinales de 1a barra 
sstan estiradas uniformem~nte; y se define e1 alargamiento 
por unidad de longitud de la barra, asi: 
= 1 
a1argamiento unitario. La deformaci6n por tracci6n es 
I 
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pqsitiva; la reducci6n por unidad de longitud se d~nomina 
qeformaci6n de compresi6n. y es negativa. 
Plasticidad: Es la propiedad que tiene un cuerpo de que 
a1 retirar la carga que produce una deformaci6n en §l, no 
recupera su estado inici~l. La deformaci6n originada por 
la carga permanece. Ejemplo: p1asti1ina, el acero 
despu§s del limite elastico. 
1_6_1 Principios generales 
Pequefias deformaciones: Materiales que se deforman poco. 
La deformaci6n lineal es del orden de la mil§sima y las 
deformaciones angu1ares son a 10 sumo de segundos 0 
minutos. Depende de la esca1a del material, y de la 
estructura. 
1 y yl.OOO 
Principio de superposici6n: Cuando la relaci6n causa y 
efecto es lineal, la causa total y el efecto global son la 
suma respectiva. 
Causa total = C1 + C2 + Cs + + Cn 
Efecto global = e1 + e2 + es + + en 
No lineal causa= K e 2 
Z:C:1. e:1. -> lineal 
Donde: 

C1 = K e12 y C2 = K e1 2 

Si se ap1ican ambas ecuaciones, e1 efecto total sera: 

I 
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C1 + 	C2 = K eT2 donde [(K-1) (C1 + C2)]1/2 = e~ 
y 
Principio de Saint-Venant: Las soluciones y conclusiones 
sacadas en modelos ideales son v~lidas para los modelos 
reales, siempre y cuando estemos alejados de los puntos de 
aplicaci6n de las fuerzas 0 perturbaciones. 
La distribuci6n de tensiones dependen del punta de 
aplicaci6n y magnitud de la fuerza resultante lejos de las 
fuerzas concentradas y de las perturbaciones. 
1.7 	 CARACTER ANALITICO EXPERIMENTAL DE LA RESISTENCIA DE 
MATERI ALES 
1.7.1 Fuerzas internas 
Aparecen al hacer al cuerpo carg~do un dorte ideal. Est~n por 
todas partes. Es una tra~smisi6n que se hace punta a punto. 
1.7.2 	 Fuerzas de contacto de otros cuerpos 
Activas: Obedecen a causas (propio peso) pueden ser 
fuerzas 0 momentos concentrados 0 distribuidos. 
Reactivas: Fuerzas en los apoyos: 
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a. 	 Primera clase: R6tula t 
b. 	 Segunda clase: Articulaci6n o. 
c. 	 Tercera clase: Empotramiento 
b. 
rC;=L 

c.39 
2. ELEMENTO PRISMATICO SOMETIDO A FUERZA AXIAL 
2.1 ELEMENTO PRISMATICO SOMETIDO A FUERZA AXIAL. DIAGRAMA 
DE FUERZA AXIAL 
La atencion se fijara en estructuras planas 0 dedos 
dimensiones y principalmente en vigas. 
Hipot;esis: 
Barras infinitas: todas las secciones reales son 
simetricas. 
Barras prismaticas 0 cilindricas: (linea poligonal. linea 
curva) Superficie caracterizada por pIanos con secciones 

rectas uniformes. 

Carga axial uniforme 

Material lineal, homogeneo. isotropico, elastico. 

ol. -+4--­--­.... 0( 
I nflnllos 
Simetrica0 CJ ~ I I ~ 
Simetrla y Contlnuldad; ) 1 ) Continuidad Secciones planas siguen siendo planas 
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2_1_1 Diagrama de fuerza axial 
Se vera con unos ejemplos: Se tiene una columna de secci6n 
uniforme y sometida a su propio peso W y especifico T. Dibujar 
el diagrama de carga axial con Po en el centroide inferior. 
.L.L-+-f..L....<'-"-f-4......... ~ - • --./'-­
L 
Desarrollo: t 
Po 
RAnalicemos las reacciones: 
1[1]t 
~ 
PoR Reacci6n en el extemo superior 
+ '2 Fy = 0 
donde 
R - Po - W 0 
R = Po + W 
Sabemos gue: 
N Pasoy == 
V volumen 
41. 
Despejando W = y x V y V = .Ii x 1 A: Area' 
Reemplazando W en .R :. R == Po + y x .A x 1 
Hacemos un corte a la distancia x del extremo superior. 
1.c.L.f"-~~ "'"L'--~" P ( )() 
Po 
p ~Fuerza axial 
X 
+ii:Fy :::: 0 
p Wx '- Po 0 
P ('Ix + Po== 
Wy = V = A (l - x)V 
., p == Po +.Y A (l - x) 
Elaboremos el diagrama longltud vs fuerza. 
8i x - 0 P ::: ,R 
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p " 
R 
Po 
x 
Otro ejemplo: 

Ahora considerando la parte superior: 

Po 
R2 - W(X) Po = 0 
R2 = T Ax + Po 
Si 
x o = R2 = Po 
x L = R2 = T AL + Po 
Ejemplo: Una barra de secci6n transversal variable y empotrada 
en uno de sus extremos est~ som~tida a tres fuerzas axiales, 
como se indica en la figura. Determinar e1 esfuerzo normal 
m~ximo. Elaborar el diagrama de fuerza axial. 
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lRa (L -:c} I"l{L - :c) 
1LpY = 0 

R2 - T-v(L - xl - Po == 0 

R:.J -= YA (L - X) + Po 

s1 X :: 0 

Ra ... yAL + Po 

"to ~'./o"~)/~ :r---- 20 Ion ~ 3~ ton 
4m l 3m I 3m [t 1 1 1 
Soluci6n: 
45 ton35 - 10 + 20 0 donde R~ = L:Fx = 0 -R~ + = 
R2 donde R2 45 tonR~ R2 = R~ = 
Asi: 
4.5 ton 
a .. 1, s.i£E.
'" cm225 cm2 
RsR~ 
Rs = 45 - 35 = 10Rs + 35 - R1 = 0 
Asi: 
10 ton 
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R4 - 10 + 35 - 45 = 0 
R4 = 20 
Asi: 
20 

2.2 ESTADO DE TENSIONES EN DIFERENTES PLANOS 

En un cubo interior se va a establecer en sus diferentes caras 
los estados de tensiones. Donde: 
a Componente normal de la tensi6n 
T = Tensi6n cortante 
y 
z 
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En general las fuerzas internas que actuan sobre areas 
infinitesimales en una secci6n transversal son de direcci6n y 
magnitud variable. Estas fuerzas son de naturaleza vectorial 
y mantienen en equilibrio las fuerzas exteriormente aplicadas. 
Sobre las diversas porciones .de una secci6n transversal es 
necesario determinar la intensidad de fuerzas, pues In 
resistencia a la deformaci6n y a las fuerzas, depende de dichas 
intensidades, en general varian de un punto a otro y estan 
inclinadas respecto al plano de la secci6n. Se acostumbra a 
descomponer las intensidades en direcci6n perpendicular y 
paralela a la secci6n que se investiga. Veamos: 
APz 
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Como l~s componentes de la intensidad de fuerza por unidad de 
area, esto es; de esfuerzo, se tiene unicamente en un punto, la 
definicion matematica de esfuerzo es: 
Lim 	 APx 
C1JUC = 	 IJ JUC = LlA-O L1A 
Lim 	 APy ~xy = AA -·0 	 A; 
LillI 	 APz ~xz = A,,-<'O A" 
a 	 Los esfuerzos normales resultan de la accion de 
componentes de fuerzas perpendiculares al plano de una 
seccion transversal. 
T 	 Los esfuerzos cortantes provienen de componentes 
paralelos al plano de la seccion. 
Los esfuerzos normales a y los esfuerzos cortantes T se miden 
en unidad de fuerza por unidad de area kg/cm2 y ton/cm2 . 
2.2.1 	 Variaciones de las tcnsiones normal y cortante segUn 
el plnno de corte 
Vamos a simplificar, pasando del cuba de tres dimensiones a un 
cuadrado de dos dimensiones donde se podra observar la 
varicici6n de las tensiones a Y T en los diferentes planas de 
corte. 
aPLANO-9­
2.3 ENSAYO DE FUERZA AXIAL 
Todo diagrama depende de la rigidez y flexibilidad que tengan 
los materiales; donde: 
Rigidez: Propiedad de un material a no dejarse deformar. 
Flexibilidad: Pro¥iedad que tiene un material de 
deformarse ante la fuerza. 
F 
L I L max L 
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Observqndo el anterior diagrama se observa una relacion en la 
zona recta entre fuerza y el. desplazamiento longitudinal, 
que SE;! puede expresar como: F = Ko, donde K es la pendiente de 
la curva y representa constante de rigidez del material. 
Esta ~~lacion se llama la ley de Hooke. 
Si KJ. > K2, entonces 
Como F = Ko en la zona recta, despejemos 0 donde 
o = (11K) x F = C x F 
y C es la constante de flexibilidad. 
2.3.1 Diagrama de tension y deformacion 
Despues de el diagrama fuerza vs desplazamiento longitudinal, 
la tension a se obtiene dividiendo la fuerza sobre area 
a = PIA; y la deformacion E, dividiendo el desplazamiento 0 
sobre la longitud inicial L, E = oiL. 
Con los datos obtenidos en el ertsayo de fuerza axial ya visto 
podemos obtener el siguiente diagrama. 
(1= F/A 
O"u 
TRACCION 
Ed; /L 
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Veamos a = E x E, se puede observar que es la misma ley de 
Hooke que se mencion6, donde E que es la tangente de la curva 
es el m6dulo de Young. 
(J := E€ = 
p 
:= E 1- := FL 
A L .AE 
Que es la deformaci6n del s61ido bajo la carga axial. 
El trabajo seria: 
r 
I!lI 
d6 
VI:'?! ~ = f~ X L 
V (Volumen) = A. L 
A Area 
L Longitud 
dl' = f df'l 
dV av 
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D[PARTA,fy',ENTO DE BIBUOTECAS 
lIibliotcca FatuI/ad de MlnOJ 
r = f V I) fit Q E. ed:€dV 
Asi: 
p2£p2 AL "" r = 
2A2E 2AE 
EI trabajo esta dado por Ie expresion: 
P~Lr ... 
2AE 
2_3_2 	 Caracteristicas del diagrama 
Op 	 Limite proporcional: Es el valor maximo de la tension 
para no salirnos de la zona recta. 
OE Limite elastico: OE ~ Op: Es tension maxima para 
que al retirar la fuerza al material vuelva a su 
estado inic ial. 
Oc 	 Limite de cedencia: Tension a partir de la cual con 
pequenos incrementos de fuerza se llega a grandes 
estiramientos. 
Ou 	 Tension ultima. 
OR 	 Tension de rotura: falla el material. 
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2 E~dV 
.2 
Este diagrama no es general para todos los materiales ya que 
hay materiales ductiles y su diagrama es: 
grandes estiramientos antes de fallar. 
Y materiales fragi s: 
pequenos estiramientos antes de fallar. 
Diagramas simplificados: 
Materiales Lineales 	 E las top lastieos PlasHeos 
Elei st i eo Rigido I 
I 
perfeetamente plastieo perfeetamente plasti eo 
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Ejemp+o: 
De las figuras que se muestran a continuacion se conocen para 
las b~rras. el ~rea A. longitud L. la fuerza aplicada P y el 
modulo de elasticidad E. Deherminar para los casos a), b) y c) 
el alargamiento 8. 
L 
i-F+-{I­ ~F 

tF-f 2 L ~F 2 6 
F-i 2A ~. F 6/2 
I· L ~ 
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a. 
P.LS9 sabe que iJ = AE 
Asi: a = P.L {t>}AE 
b. 
P x 2L -+ 6 . = 2PL 
.. 0 = (20)A.E AE 
c. 
PL 
= 2AE 
2.3.3 Ensayo en el laborat;orio 
A partir de los resultados obtenidos en un ensayo de 
laboratorio de tracci6n de una barra de metal, deducir algunas 
de las caracteristicas y rangos de cumplimiento de algunas de 
sus propiedades mecanicas. 
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2.3.3.2 Materiales y equipo 
Una barra de acero corrugado. 
Procedencia: Acerias Paz del Rio 
Dimensiones:* ~ 11,85 mm x 63,5 mm 
Resistencia promedio: 42 kgf/mm2 
Maquina de ensayo de traccion. 

Capacidad: 60.000 Ib 

Calibrador. 
Capacidad: 140 m 
Apreciacion: 0,1 mm 
Equipo de operacion: llaves. martillo 
2.3.3.3 Procedimiento 
5e disponen tanto el material a ensayar como la maquina, en la 
forma indicada por la Figura 1. Las mordazas mostradas son las 
,
encargadas de transmi t ir Ie a la barra la fuerza de tension 
suministrada por la maquina. 
*Valor promedio entre. 12,9 ~ • 10,8 mm 
Medidos sobre la barra 
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COMPARADOR 
LECTURA DE 
CARGAS 
MANDOS DE 
CONTROL 
FIGURA 1. Esquema de montaje 
Previo montaje de la barra, a Bsta se Ie practican algunas 
marcas dividiendola en tramOB deigual 10ngitud (generalmente 
son de una pulgada entre marcas; ver Figura 2) con el objeto 
I 
de registrar posteriormente el correspondiente alargamiento de 
la barra a 10 largo de toda su 10ngitud. Las marcas fueron 
espaciadas, para este ensayo en especifico, 33,4 mm. 
H-~C-·La_.:=J-­ F 
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BARRA DEL 

MATERIAL 

FIGURA 2~ Divisiones en 1a probeta de ensayo 
La anterior separaci6n entre marcas corresponde a 10 gue en 
resistencia de materiales se denomina "10ngitud inicia1 Li de 
1a barra", luego: 
Li 33,4 mm (1) 
Una vez realizado el montaje descrito, se procede a aplicar la 
carga de tracci6n al matprial por medio de la m~guina. Se 
registraron asi, las lecturas del comparador de car~tula (gue 
media que tanto se desplazaba la mordaza m6vil, o 
equivalentemente, que tanto se est,iraba el material) cada 500 
Lbf que suministraba la m~quina de tracci6n. Adem~s, se 
tuvieron en cuenta tambit€m algunos puntos importantes del 
comportamiento del material, tales como su carga m~xima, de 
rotura, etc. como se ver~ m~s adelante en el inciso 2.2.4.4. 
Los datos obtenidos del procedimiento anteriormente descrito, 
se condensan en la tabla siguiente: 
r"" 
.j ! 
TABLA Resultados de laboratorio 
Carga [Lbf] Deformaci6n [milAsimas pulg] 
0 0 

500 56 

CARGA MAXIMA 14.875 Lbf 

CARGA DE ROTURA: 11.625 Lbf 

1000 125 

1500 171 

2000 200 

2500 229 

3000 247 

3500 266 

4000 286 

4500 305 

5000 320 

5500 337 

6000 354 

6500 369 

7000 383 

7500 396 

8000 409 

8500 422 

9000 435 

9500 448 

10000 461 

10400 496 

10500 619 

11000 661 

11500 732 
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Ademas de los resultados anteriores se midio la deformacion de 
la barra despues de la rotura en la forma que indica la Figura 
3. 
ALA LATERAL
-l t r
 .".''''' 
......---_-*--­
1REOUCCION EN OIAMETRO 
FIGURA 3. Deformacion en la barra despues de la rotura 
Asi, se obtuvo que la deformacion en el diametro llego a: 
7,6 mm; diametro final 
Similarmente a como se defini6 Li en la ecuaci6n (1), se define 
Lf 0 longitud final de la barra como la distancia entre las 
marcas mencionadas anteriormente, perc despues de la rotura del 
material. Sin embargo, la barrano se alarga 10 mismo en cada 
una de sus partes (en direcci6n lateral) y se hace necesario 
medir Lf en varios sitios de ella y sacar un promedio (ver 
Figura 4). 
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FIGURA 4. Lugares de medida de L£ 
Los va10res indicados en 1a Figura 4 fueron los siguientes: 
Lf~ = 65,7 mm 
Lf2 = 59,5 mill 
Lf3 = 57,9 mm 
L:e1 ... Lf2 ... Lf')Asi. Lx 
3 
Lf ::: 61,033 mm (2) 
2.3.3.5 Andlisis de resultados 
De los datos obtenidos en la Tabla 1 puede trazarse una grafica 
de carga (P) contra deformaci6n (8). Sin embargo, esto no es 
10 usual, pues es mas practico calculaJ:.' el esfuerzo unitario y 
1a deformaci6n unitaria y graficar1as una contra 1a otra. La 
raz6n de esta practica es que sus valores anotan e1 
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eomportamiento del material a nivel interno (eomportamiento de 
BUB £ibras eonstitutivas), el eual da una mejor aproximaei6n 
de las propiedades del material. Los valores del esfuerzo 
unitario (a) y la deformaei6n unitaria (E) est~n definidos par 
las eeuaeiones siguientes: 
p. 
A' 
A: ArfJa de 18 bB.IIB. (secci6n tr.ansversa1) (3) 
e = ~.Li I 
L.1. i Long:!. tud .1.n.1.c.1.a.1. de la barra (4) 
A = TIR2 = TI (5,92 mm)2 = 110,29 mm2 = 0,1709 pulg2 
L = 33,4 mm = 1,315 pulg. 
Can los datos anteriores y realizando las eonversiones 
neeesarias se obtuvo la Tabla 2, y la gr~fiea. 
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ESFUERZO 
UNITARIO 
[Lbf /pulgz] 
67290.8 
64365.1 
61439.4 
60864.3 
58513.7 
52662.3 
49736.6 
46811 
43886.3 
40959.6 
38033.9 
35108.2 
32182.5 
29.256.8 
26.331.1 
23.405.5 
20.479.8 
17554.1 
14628.4 
11702.7 
8777.6 
5851.3 
2925.6 
"'- I<)NtCl -: 
<1'<71 0 
oq
do 
Grafi ca 
N 
.... 
.... 
I<) 
o 
.... 
N 
o 
10 
o 
10 
'" d 
. Comportamiento vs de la barra . 
DEFORMACION 
UNITARIA 
GRAFICA Comportamiento a VB E de la barra 
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Analizando grafica se observa gue la curva parte desde el 
origen y contin~a como una linea recta hasta el punto ap que es 
el limite de proporcionalidad del mater esta recta 
representa el rango de cargas. en el cual el material es 
elastico. Luego la curva contin~a casi vertical (el material 
se defqrma elasticamente con mas 0 menos facilidad) y tiende 
a subir hasta el valor aE, 0 limite elastico; luego sigue 
subiendo hasta el valor aU gue es el esfuerzo maximo que 
soporta el material. 
En una grafica te6rica es posible distinguir entre los puntos 
aE y aC (esfuerzo de fluencia), a pesar de que sus valores 
son muy cercanos. En este caso esto no es posible. 
Luego de que la curva sobrepasa el punto aU, comienza a 
descender hasta ar 0 esfuerzo de rotura. Llama la atenci6n el 
anterior comportamiento, pero Ii raz6n es simple: 
Como a = PiA y E = 6/Li y se observa que la barra se deforma 
tanto lateralmente com~ en diametro; sin embargo las 
dimensiones de estas deformaciones no son tenidas en cuenta, 
pues todos los valores de la grafica fueron calculados con los 
de Li y diametro iniciales de la barra. Es por esto que la 
grafica desciende antes que ascender, que ser el 
comportamiento correcto; pero par simplicidad del procedimiento 
se ha obtenido para realizar la curva de la forma de la 
grafica. 
Por consiguiente, el valor del esfuerzo ar es mucho mayor que 
el mostrado en la grafica. 
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De la grafica tambien puede obtenerse una medida de la rigidez 
del material, es decir, el m6dulo de elasticidad E mediante la 
relaci6n (5). 
Varjac.i6n del esfoerzoE = TanO = 
variaci6n de 18 de£ormac16n 
lJ..aLuego, E = TanO = Ae (5) 
Cabe anotar que la ecuaci6n anterior s610 es valida en la zona 
recta 0 rango elastico del material (en este caso de 0 a 1500 
Lbf) . 
De todo 10 anteriormente expuesto pueden concluirse las 
siguientes caracteristicas del material estudiado: 
El rango elastico es: 	 0 :::s: a :S 60864,3 [Lbf/pulg2 ] 
o· :S p :S 10401,71 [Lbf] 
El rango plastico es: 	 60864,3 < a :::s: 87039,2 [Lbf/pulg2 ] 
10401,71 < p :S 11500 
ap = 8777,6 Lbf/pulg2 

aE = 60864,3 Lbf/pulg2 

aU = 87039,2 Lbf/pulg2 

ar = 67290,8 Lbf/pulg2 

El m6dulo de elasticidad es: 

E = 234495 Lbf/pulg2 Este m6dulo es demasiado bajo para el 
acero 
65 
El porcentaje de elongaci6n sera: 
Lf - Li
, % Elong = x 100%Lf 
61,033 - 33,4
= x 100%61,033 
% Elong = 45,27% 
Es demasiado baj 0 para un E =0,85 baj 0 or. Es aconseLi able 
realizar el ensayo con el extens6metro electr6nico del 
laboratorio. 
Es indudable la gran imprecisi6n obtenida y la poca 
diferenciaci6n entre puntas de la grafica. La mayor raz6n 
para tales resultados es 10 obsoleto en gue se convierte 
el eguipo utilizado, si de analizar totalmente un material 
se trata. Tal eguipo parece ser utilizado basicamente en 
la determinaci6n de los puntos aE, aU y aR, mas no en la 
de la forma exacta de la curva a vs E. 
Una buena causa de error en los datos es la diferencia de 
tiempo gue transcurre entre la lectura de la carga en la 
maguina y la correspondiente lectura de la deformaci6n en 
el comparador. 
Otro factor gue pudo influir en los resultados, mas no en 
mucha magnitud. 
La grafica a VB E no pudo raalizarse en su totalidad pues 
antes del punto aU fue retirado el comparador, para evitar 
dafiarlo con el chogue de la rotura. Cualguier forma final 
6t3 
de la grafica es una simple representaci6n que en ningun 
momento indica los valore.s de Eu y ER. Considero que este 
aspecto es bastante desventajoso. 
2.3.3.7 Conclusiones 
La barra de acero corrugado de 4l 11,85 mm x 63,5 mm fue 
sometida a un ensayo de tracci6n y se obtuvieron algunos 
resultados como: el material es el elastico hasta un esfuerzo 
unitario de 60864,3 Lbf/pulg2 correspondiente a una carga de 
10401,71 Lbf. El material es plastico de 10401,71 Lbf de carga 
en adelante. 
maxima carga que soporta el material es 14875 Lbf 
(aU =87039,2 Lbf/pulg2 ). La carga de rotura es 11625 Lbf (ar 
= 67290,8 Lbf/pulg2 ). 
El material tiene un m6dulo de elasticidad E = 234495 Lbf/pulg2 
y es relativamente plastico pues % Elong = 45,27%. El material 
fallara, despues de la carga maxima en un valor de ar de, 
67290,8 Lbf/pulg2 es decir, a una carga de 11625 Lbf; en el 
lugar de la rotura se present6 un calentamiento que se traduce 
en la energia que fue necesaria para romper la estructura 
cristalina del material y que se transform6 en calor. 
2.3.4 Factor de seguridad. n 
Factores 0 numeros por los cuales reducimos las margenes de 
resistencia del material. 
Siempre es mayor que la unidad y mientras menos conocimiento se 
tenga de la estructura es menor oW, que es el trabajo admisib 
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y es i~ual a aE/n; esto es en la zona elastica donde es valida 
la fey de Hooke. 
8i se trabaja en la zona inelastica (no se aplica en la ley de 
Hooke) , con aU las ecuaciones son mas complicadas, pero se 
tendra un costo menor. El factor de seguridad es identico a la 
relacion del esfuerzo ultimo y al esfuerzo permisible en 
mi~mbros a tension. 
5iiga admisibla de un miembxo 
2.4 RELACIONES ELASTICAS TENSION~DEFORMACION 
2.4.1 Constantes elasticas 
2.4.1.1 Modulo de cortante G 
Dentro del limite elasticd de un material es razonable admitir 
que la deformacion de corte T es proporcional a la tension 
cortante T que la produce; en efecto, los experimentos hechos 
con materiales sometidos a esfuerzos cortantes puros asi 10 
confirman. De modo que: 
E 
= G = 
.2 (1 + V) 
O,l<v<O,5 
F. ,S = )0 1 
donde la constante de proporcionalidad G, es denominada m6dulo 
de elasticidad en el corte 0 simplemente modulo de corte 0 
cizalladura. Tiene las dimensiones del esfuerzo, kg/cm2 . 
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2.4.1.2 M6dulo de elasticidad E 
Como pudimos observar en el diagrama de tensi6n-deformaci6n en 
la zona el~stica, E es la tangente a la curva y es la constante 
de proporcionalidad entre a 0 tensi6n yEo deformaci6n lineal, 
16gicamente esto es la LEY DE HOOKE. La tensi6n a es 
directamente proporcional a 1& deformaci6n E . 
.. (} = E a 
2.4.1.3 Relaci6n de Poisson ~ 
L. 
Una barra sometida a tracci6n, permite observar 
experimentalmente que el alargamiento axial, va siempre 
acompafiado de una contracci6n lateral y que la relaci6n: 
Contxacci6n lateral unicaria 
= Ala,rgamiento axial uni tario 
es contante para un material: dado dentro de su margen de 
comportamiento elastico. A estaconstante se Ie llama Relaci6n 
de Poisson. 
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Poisso~, matematico frances dedujo: 
Materiales isotropos que tienen las mismas propiedades en 

todas las direcciones, poseen ,un ~ del orden de 1/4. 

Para el acero de construccion ~ = 0,2. 

Para cauchos ~ = 0,5. 

Conocidos el modulo de elasticidad E y la relacion de Poisson 
~ de un material dado, se. puede calcular facilmente la 
variac ion de dimensiones y de volumen de una barra prismatica 
sometida a traceion. 
Veamos unos ejemplos: 
Ejemplo 1: 
p 
8
p 
Una barra de aluminio de 6 cm de diametro se coloca en una 
maquina de ensayos. En cierto instante la fuerza que se Ie 
aplica es de P = 16 ton. mientras que el alargamiento medido de 
la barra es de 0,0240 cm en una longitud de medicion de 30 em 
y la dimension del diametro disminuye en 0,0015 cm. Caleftlense 
las dos constantes fisicas ~ y E, del material. 
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Soluci6n: ! . 
Considerando t, como el cambio total en la dimensi6n del 
diametro de la barra veamos como obtenemos la deformaci6n 
transv~rsal de 1a barra. 
= - 0 ,00025 am 
Ahora hallemos la deformaci6n axial: 
A 0,0240
€ Ii = = = 0,0008L 30 
Ya podemos hal1ar 1a re1aci6n Poisson ~: 
(-O,00025)
::: El signa es -(-)=+0,0008 
I 
es para tener n cuenta 1a contracci6n del material en las 
direcciones y y z, a medida qu qe· a1arga en 1a direcci6n x. 
Ahara, como el area transversal de 1a barra es 
A := nR~ == n (~)~ ::: 2B,27cm"2 

y E -(J 
::::; 
e 
p 16000
.. a .. := S6S J5JL 
A 28,27 em";. 
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Entonces: 
565E ;;: ;;: 
0,0008 
2.5 TENSIONES Y DEFO.RMACIONES TERMICAS 
Ademas de los esfuerzos, tambiem los cambios de temperatura, 
producen deformaci6n de los materiales. 
En caso de un material isotropico y homogeneo, un cambio de 
temperatura de 8T grados origina una deformaci6n lineal 
uniforme en todas las direcciones. 
Expresadas por una sola ecuaci6n, las deformaciones termicas 
son: 
EX = Ey = Ez = aAT 
Donde: 
a es el coeficiente de dilataci6n termica lineal para un 
material en particular, el cual se determina experimentalmente 
y se expresa en unidades cm/cmoC. 
En caso de materiales isotr6picos, un cambio de temperatura no 
causa deformaciones por cortante, si hay libre expansi6n, es 
decir, 
Defol-macion .de corte y = -'t' G 
Cuando se trata de deformaciones pequenas, la deformacion 
termica lineal se suma directamente a las deformaciones 
lineales debidas al esfuerzos tal es el caso para Ex, Ey, Ez: 
- Il 
Ox OJ!: 
ey = .!!.r. - p. p. + aaTE E E 
0;:- 0.-,: Oy
ez = ~ ~ + «aTE E E 
El incremento AT se considera positivo_ 
Contraccion lateral unitaria.Como I.\. = Alaxg;p.nianco axial uni caxia (e) 
Contraccion latezal unitaria = - jJ. a E 
> 0 
Ejercicio: 
Presentamos el siguiente diagrama que nos dice que e1 elemento 
est4 entre paredes rigidas, se calcula experimentalmente los 
coeficientes a~ y az_ 
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L I· Lz v.~ J. 
T/. ~ % r/RI Rz"f--p. F A7 " rA~ C ~DB~ / ~ 
Datos: 
aJ., a:2 
LJ., L:2 
EJ., E2 
Al., A2 area 
Hallar: 
1. Reacciones 
2. OJ. Y 02 
Diagrama de cuerpo Ilbre 
RI F Rz 
Xz 
" 
(1) 2:Fx 0 
- R2X RJ.x + F = 0 F = RJ.x + R2X 
OBC = 0 (2 ) OBC + OCD = 0 
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Metodq de las secciones 
RI~~:______~I---~~PI 
I~ x ~ 
ZFx ::: 0 
P R2X ::: 0 
P ::: R2X 
... -,. r ==... AT f +0 BC - ....BC ~ ........ L.). .L.IJ. 

donde se tiene 
P::cL6 = AxE 
p 
= 0 
is 
== « Pi = R2x A L 
(F - Rax) x L:d 
OCD = eCD ~ = 0: 2 ll. T L2 ­ A,d E2 
Metodo de las secciones en e1 segundo miembro. 
PI -iL__~~ij}_F__--'t---.- pz 
I· Xz ·1 
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o 
p= 
Al SUm&r OBC + OCD o se obtiene: R2X y luego R1X. 
Para oQtener la ecuaci6n de compatibilidad de deformaciones 01 
y 02 
CBC + OCD 0 
P LIll:~ xA E 
Ll 
1:'1 XODe °1 == <11 
. E1 
L"f;(~ :{ == °2 E:}. °2 
Ejemplo: 
Una varilla de lat6n AB de g~n de diametro esta conectada a la 
base de un recipiente ciiindrado de laton CD, cuya seccion 
transversal es de 300 mm2 . El recipiente CD esta unido a un 
soporte fijo en C y a un tap6n E en el extremo A de la barra, 
sabiendo que el m6dulo de elasticidad E del laton es 85 GPa. 
Hallar la rnagnitud de P para que la deflexi6n del tapon sea de 
1,2 mm hacia abajo. 
'If) 
Soluctqn: 
~ , 
Mientras la fuerza P comprime, la varilla AB, tambien alarga la 
CD. 
P L;w p x ( 400 rum )
= Al\,D x E E 1t(4,S)2 mniJ. 
400 m }
= E X 300 mDl~ 
OAB 	 + OOD = 1,2 mm 
p 400 400 )mm-l.x + 	 = 1,2 mm E 63,62 300 
p 1 { 2 inm 3 .. 0 , 157 mm4 
E 7 J62 mIn 
KNP = 0,157 mm2 x as .. = 13,38 KN 
rom'" 
Calcular: 
a. 	 La fuerza de compresi6n en las barras mostradas dspues de 
un aumento de temperatura de 200°F. 
b. 	 El cambio correspondiente de longi tud de la barra de 
aluminio. 
c. 	 El cambio correspondiente de longi tud de la barra de 
bronce. 
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~r- It' -r- ". -1 
,L~"J 

Bronce: Aluminio: 
A = 2,5 pulg2 A = 3 pulg2 
E = 15 X 10 6 Ib/pulg2 E = 10 X 106 Ib/pulg2 
a = 10,1 x 10-6 / o F a = 12,8 x 10-6 / 
o F 
2_6 	 DESPLAZAMIENTO ELEMENTOS ESTATICAMENTE DETERMINADOS 
SOMETIDOS A CARGA AXIAL 
Ejercicio: 
Una barra prism~tica de longi£ud L y ~rea de secci6n recta A 
pende verticalmente sometida a su propio peso, tiene un peso 
especifico gama. Calcular el alargamiento. 
S + d S 
dx 
L m n 
S ~r x 
ZFx 	 = 0 
Sx Wx o 
W(x) so de la porci6n: Wx gamma Ax 
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Sx dxd6 = (diferencial de desplazaIlliento)AE 
.. Bx ct." ... y A;~ d,,,,0 
"" fo~ .(~lAE liE 
Ix2-] L:::: :::: ~ 2E a . 2E 
con flf :: yAL y =: Tf 
AL 
:::: 
WL 
2M 
Un e1emento prism~tico tiene un a1argamiento 8 en e1 cua1 P es 
e1 promedio del peso propio que est~ uniformemnte repartido en 
81. 
. , 
Tomando otra secci6n del elemento prism~tico. 
y = pg 
w mg y w 
= = 
V V V 
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SX d..-y; L yA (L - x) cL-y;0 = 10L = IQ
.liE AE 
() .1. (L - X) ax :L [Lx - ~] L= B J.,L = E 2 
3 
0 
Li.lJ = :1.. da igualE .2 
Sx = PI{t. - xl yA (L - xl 
Ejemplo: 
Una barra prismatica delgada homogenea de longitud total 2L 
gira con velocidad angular corriente W en un plano horizontal 
alrededor de un je fijo y a traves d su punto medio. El area 
de la seccion recta de la barra es A y su peso spcifico es 
gamma. Hallar la tension maxima y el alargamiento total de 
cada mitad de la barra debido a la trace ion centrifuga. 
HallaI YIlR1X::; ? 
w 
x 
m 
'i+--+--_ d F 
~-------------~----e--_n--~~ 
d~ 
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F = In.a 
m = Wig 
a = omega2 e 
dF = f17 x (V:>.e 
g 
Wo "" 'VAde 
dP = y AdO <.1)26 
g 
Sx .. IxL 'Y A: (,)26 
tlrg. cu ixL Bal) 
yA '-'.a 
_ w (L2 _ x2)
= 2g 
Smax '" 
P 
xeSPllest:.a a.)A 
a = foL SlixIflx 

= fQL (2t/i;.roi. (L 2 - x 2 ) eLy 

81 
•• ,-~a)Q. !;! ....l.... (~)a fQL (L2 ... d",2g 
1(;)2 [Lax - x 1 ] L Ll L3 2 L~IIil 
- 0'" ­2gB 3 3 3 
C) ::: 3..!!t.. x 2 L) 2gE 3 
3. ELEMENTOS PRISMATICOS SOMETlDOS A UN MOMENTO TORSOR 
3.1 GENERALIDADES 
Para establecer una relacion entre el momento torsionante 
interno y los esfuerzos que produce en miembros de secci6n 
circular y tubos redondos es necesario hacer varias 
suposiciones. 
Dichas hip6tesis, adem4s de la homogeneidad del material son: 
Una secci6n transversal plana perpendicular al eje de un 
miembro de seccci6n circular permanece plana despues de la 
aplicacion de un momento ~e torsi6n, es decir no hay 
distorsi6n en planos paralelos normales al eje de un 
miembro. 
En un miembro de secci6n circular que se somete a un 
momento torsionante la deformacci6n angular gamma, varia 
linealmente desde su ~je longitudinal. 
~ P Ll 
c 
x 
r'CL= 9r C 
rrpL = d" C L 
? c 
'tPt ,,'jc~ 
fo,? tc 
observa la variaci6n de la deformacion angular en un 
miembro circular sometido a torsi6n. 
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El plano AO:LOsC se !nueve a la posicion O~A~C03 (A~O:L03C) 
cuando se aplica momento de torsion. 
Si un radio 03C se considera fijo, radios semejantes como 
02B, O:LA giran a las nuevas.posiciones 02B~ y O~A~, tales 
radios permanecen rectos. 
Estas hipotesis se verifican solo en el caso de elementos 
de seccion circular macizas 0 huecas. 
Tales hipotesis se emplean cuando se estudia la 
distribucion de esfuerzos mas alIa del limite de 
proporcionalidad, pero si la atencion se enfoca al caso 
linealmente elastico, se aplica ley de Hooke. 
En conclusion, se deduce que el esfuerzo cortante es 
directamente proporcional a deformacion angular. 
En el caso elastico, puesto que el esfuerzo es proporcional a 
la deformacion y esta ultima varia linealmente desde el centro, 
los esfuerzos varian linealmente desde el eje longitudinal 0 
central de un miembro circular. Los esfuerzos inducidos por 
las deformaciones supuestas son esfuerzos cortante y actuan en 
un plano paralelo a la seccion y normal al eje de la barra. 
c 
i'max 
dA 
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La var~aci6n del esfuerzo cortante en el caso de una barra 
cargada axialmente no es de intensidad uniforme. 
El esfuerzo cortante maximo seproduce en los puntos mas 
alejados del centro 0 y se representa por Tm~x. Este punta se 
localiza en la peri ria al igual que e1 punto C a una 
distancia C desde el centro. Debido a la variaci6n lineal del 
esfuerzo en un punto cualquiera a una distancia ro desde el 
centro, sera el esfuerzo cortante igual a (ro/C) Tmax. 
Aplicada distribuci6n de esfuerzos en una secci6n se podra 
expresar la resistencia al momenta de torsi6n aplicado en 
funci6n del esfuerzo. 
La resistencia a dicho momento asi desarrollada debe ser 
equivalente al momento torsionante interno. 
Equilibxio: T -
-
fA on x F 
(1) 
p = T 
ESFUERZO AREA BRAZO DE MOMENTO 
, I 
FUERZA BR A'ZO DE MOMENTO 
.~!--------------------~ 
MOMENTO TORSIONANTE 
T es el momento torsionante resistente . 
.'35 
En una secci6n transversal dada Tm~K y C son constantes, de 
aqui que la relaci6n anterior se puede expresar par 
fp~dAl 
es el momen.ta pola.l.- de lnercla 

d~ un.! sec:c:iOll transvln:sa.1 Y {}S Ulla C'onsclUlto 

para un. axea extUlsvexstt1 pttX ti cu,l tt].· I vamos a designax10 pOl· J 

Para una secci6n circular, dA = 2~pdp, donde 2~p es la 
circunferencia de una corona 0 anillo de radio p y anchura de 
p. 
d" = pdOdp 
d Diametro de una barra de secci6n circular maciza. 
J En cm4 (si C y d se miden en centimetros). 
Utilizando el simbolo del momenta polar de inercia de un area 
circular Tm~x se puede expresar como: 
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Que es e la formula de torsion. 
Las unidades ser~n: 
(em==.o=lkg) x em 
..!JL 
cm4 cn1:il 
Para el esfuerzo cortante T en un punto a una distancia rho del 
centro de la seccion transversal es: 
= 	
L 
= ..!e. C J 
Las ecuaciones de Tmax Y T sonaplicables con igual rigor a 
tubos de seccion circular, puesto que se aplican las mismas 
hipotesis que se utilizan en la deduccion anterior. Pero se 
modifica J. En el caso de un tubo los limites de integracion 
se extienden desde b hasta C. 
J para una barra maciza de diametro igual al diametro exterior, 
menos J para una barra semejante con un di~metro igual al 
interior. 
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S1 se t1enen tubos de espesor de si b es aproximadamente 
19ual a eye - b = t. el grueso del tubo. el valor de J se 
reduce a una expresion aproximada m~s senc1ll8. 
\. 
Los conceptos b~sicos utilizados en la deduccion de la f6rmula 
de la torsion para miembros de secci6n ricular se pueden 
resumir asi: 
1. 	 Los reguisi tos de eguiU,br10 se utilizan para determinar 
el momento torsionante interno. 
2. 	 Se supone gue la deformacion angular varia linealmente 
desde el eje de la barra. 
3. 	 Las propiedades de material, en la forma de la ley de 
Hooke, se utilizan para relacionar con el esfuerzo la
, 
variac ion supuesta de la deformacion. 
EJEMPLO 
Se tiene un tubo largo de diametro exterior igual a 3.1 cm, y 
con un diametro interior igl1al a 2,9 cm; en torsion con 
respecto a au eje longitudinal por accion de un momento 
torsionante T, de 450 cm.kg. Determinar los esfuerzoB 
cortantes en el exterior y en el interior del tubo. 
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SOLUCION 
32 32 
(450) x 1 / 55 = 32B,55 kg
J ClU~ 
(450) x 1,45 kg307,3 6'" J emil 
NOTA: 
Ya que ningtm material trabaja, con un valor tan ba,jo de 
esfuerzo. es importante observar que un tubo requiere menos 
material que una barra maciza para transmitir con el mismo 
esfuerzo un momento de torsion dado. Tomando un espesor de 
, . 
pared peque60 y un diAmetro grande. 5e obtiene un esfuerzo 
cortante casi uniforme en la pared. Este hecho hace a los 
tubos de pared delgada apropiados para los experimentos en que 
se desea un campo uniforme de esfuerzo cortante puro. Para 
evitar pandeo local, el espesor de la pared no puede ser 
excesivamente delgado. 
Se aplica un momento de torsion T = 3 KN/m al cilindro solido 
de bronce mostrado; hallar e1 esfuerzo cortante maximo y el 
esfuerzo cortante en un punto D, localizado en el extrema del 
cilindro sobre una circunferencia de 15 mm de radio. 
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J = = 2,12 cm4 
mm 
J = It C!4 = ~ (0,03 m}4
2 .2 . 
J'tmaxT = C 
tmu. 1- (o ,03) 4 
· kDespe]amos l'ma...'t : •. 3 - = 
m 0,03 m 
(3 KN') (O,03 m) 
m . 1<N 
't'1nlUC = =75.000 ­
m2 
Se tiene un tubo largo de diametro exterior 3,1 em y con 
diametro interior 2,9 em; en torsi6n con reepeeto a eu e,ie 
longi tudinal POl' aeei6n de un momento torsionante de 450 
kgf.em. Determinar los esfuerzoseortantes en el exterior y en 
el interior del tubo. 
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2e ::::: 3,1 em 

2b 2',9 GIll 

T ~ 450 kgt.ClrI 

J 1:1 ~ {a" - b") 
J ::::: [ (3 1).a _( 2,9 ) 'J ::::: 2,12 em'" 
2 
450 kg:f.emx (3 1) em 
2TQl.1lX 
2,1.2 em' 
, 450 kgf x em ( 2 9) em 
Tb 
::: 
J 2,12 cnr' 
3.2 DEFORMACIONES EN UN ARBOL CIRCULAR 
Consideramos un arbol circular unido a un soporte fijo en un 
extremo (Figura), si e1 momento de torsi6n T se aplica en e1 
otro extremo. el eje quedara somet1do a torsi6n. y e1 extremo 
libre rotara un angu10 $ 11amado angulo de torsi6n. 
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Puede comprobarse experimentalmente que. dentro de un cierto 
intervalo de valores de T, el angulo de torsion ~ es 
proporcional a T y a la longi t.ud del arbol L. En otras 
palabras, el angulo de torsion para un arbol del mismo material 
y seccion pero del doble de longi tud, se duplicara bajo el 
mismo momento de torsion T, un proposito importante es 
encontrar una relacion entre ~, L y T. 
Una propiedad importante de los arboles circulares es que 
cuando un arbol circular esta sometido a torsion, todas 
secciones transversales permanecen planas y sin distorision; es 
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decir, mientras las secciones transversales a 10 largo del 
~rbol roten cantidades diferentes, cada secci6n rotar~ como uns 
losa s6lida rigida. Esta propiedad es caracteristica de los 
~rboles circulares, sean s6lidos 0 huecos, no gozan de ella. 
los arboles de secci6n no circular. Por ejemplo .cuando se 
somete una barra cuadrada a torsi6n, sus diversas secciones no 
permanecen planas sino que se alabean. 
El hecho de que las secciones transversales de un arbol 
circular permanezcan planas· y sin distorsi6n se debe a su 
simetria axial; es decir, a que su apariencia permanece igual 
cuando es observado desde una posici6n fija y rotada, un angulo 
arbitrario con respecto a su eje. 
Las barras cuadradas, por otra parte retienen su apariencia 
unicamente, si son rotados 90 0 6 180°. 
La distribuci6n de las deformaciones de corte de un arbol 
circular de longitud L y radio C que ha girado un ~ngulo $, se 
determinara asi: 
Separando del arbol un cilindro de radio p, consideremos el 
elemento pequeno cuadrado formado por dos circulos adyacentes 
y dos lineas rectas adyacentes trazadas en la superficie del 
cilindro antes de aplicar la carga. Como el arbol esta 
sometido a una carga torsional, el elemento se transforma en un 
rombo. La deformaci6n de corte en un elemento dado la 
denotaremos por gamma y se mide segun el cambio de leis angulos 
formados por los lados del elemento. 
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Como los circulos que definen dos de los lados del elemento 
considerado aqui permanecen inalteradas la deformaci6n de corte 
gamma, debe ser igual al angula entre las lineas AB y A; B 
(gamma se expresa en radianes). 
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En la Figura se observa que para pequefios valores de y, podemos 
expresar la longitud de arco AA~ como AA~ = Ly, pero por otra 
parte se tiene que AA~ = p$, entonces Ly = p$, 0 y = p$/L (y 
y $ en radianes). 
La ecuacion obtenida, muestra.que deformacion de corte y en 
un punto dado de un ~rbol sometida a torsion es proporcional al 
angulo de torsion ~. Tambi~n muestra que y es proporcional a 
la distancia p desde el eje del arbol hasta el punto 
considerado. deformacion de corte en un arbol circular 
varia linealmente con la distancia al eje de dicho arbol. 
La deformacion de corte es maxima en la superficie del arbol, 
en donde p = c, entonces 
_. 'eil> 
Ymax. L 
, 
Eliminando ~ de las ecuaciones podemos expresar la deformacion 
de corte y a una distancia p del eje del arbol como: 
= ..e. 
c 
Vamos aver e1 comportamient.o· del angulo de torsion en el 
intervalo elastico. 
Ya sabemos que el angulo de torsion tP y la deformacion maxima 
de cortante ymAx se relacionan asl: 
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YrnllX :::; 
Pero, en el intervalo elastico, el punto de fluencia no es 
excedido en ninguna parte del arbol, la ley de Hooke es valida 
y tenemos: 
To y pJ 
Entonces: 
Ta' 
=Yma.~ = JG 
Igualando: 
Tc~ = BG tiene L JG 
TL¢. = l,-adianesJG 
Con ~ en radianes. La relacci6n muestra que, dentro del 
intervalo elastico, el angulo de torsi6n ~ es proporcional al 
momento de torsi6n T aplicado al arbol. 
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Ejemplo: 
Para el siguiente Arbol calcular el momento de torsi6n, gue 
debe aplicarse en el extremo, para producir un angulo de 
torsi6n de 3°. Usar G = 80 GPa para el acero. 
O ·~f~60mm ~~~ 
Se tiene: 
TxL JG ~ = T = ~ JG L 
G 80 X 109 Pa, L = 2,0 m y como ~ esta dado en grados 
10 pasamos a radianes. 
Con todos los datos ya, se puede obtener el valor de T. 
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J ;.'~. (c." b 4 )iii ­
= 1:.1t" (O,03 4 - 0,024 )
.2 
JG (1,021 X 10~~ m") (80 x 109 Pa)
!I1JT tP ~ 
L 2,0 m 
Para 1a misma figura determinar que angu10 de torsion 
estab1ecera un esfuerzo cortante de 70 MPa en 1a superficie 
interior del arbo1 hueco de acero. 
Tenemos que: 
1:'min 70 X ~O~ Pa. 
::: 
G 80 X Fa 
t. Ymin = 275 X 10-6 
Sabemos que longitud 1 arbo1 AA# en funcion de gamma y $ 
es: 
98 < 
L Ymin 2000 mIn
= C 20 mm 
<f> = 875 x 10-4 rad 
3_6 TORSION DE ELEMENTOS NO CIRCULARES 
Consideremos un elemento cubico peguefio localizado en una 
esquina de la secci6n transversal de una cuadrada a torsion y 
adoptemos ej es de coordenadas paralelas a las aristas del 
elemento, puesto que la cars del elemento perpendicular al e 
y, es parte de la superficie libre de la barra, todos los 
esfuerzos en dicha cara deben ser nulos. 
v 
x 
'iyx 
z 
ixy 
.,. Z Y 
t:y X ::;:: 0 't'Y.ll" =: 0 
Por igual razon, todos los esfuerzos en la cara del elemento 
perpendicular al eje z deben ~er nuloe Tzx = 0 Tzy = 0 y 
para Txy = 0 Y Txz = O. 
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Asi, alPbas componentes del esfuerzo cortanteen la cara del 
elemento, perpendicular eje de la barra valen cero, se puede 
concluir que no hay esfuerzos cortantes en las esquinas de 
secci6n transversal de la barra. 
Torciendo un modelo de caucho de una barra cuadrada. se 
verifica facilmente que no ocurren deformaciones y, POI' 10 
tanto, tampoco ocurren esfuerzos a 10 largo de las aristas de 
barra, en tanto que las mayores deformaciones y POI' 
consiguiente los grandes esfuerzos, ocurren a 10 largo de la 
linea central de cada una de las caras de la barra. 
La determinaci6n de los esfuerzos de elementos no circulares 
sometidos a cargas de torsion. es algo complicado, pero 
indicaremos resultados obtenidos de la teoria matema.tica de la 
elasticidad para barras rectas con secci6n rectangular 
uniforme. 
Designando POI' L longitud de la barra, POI' a y b, 
respectivamente el lado mas ancho y el mas angosto de la 
secci6n transversal y porTI el momento dt:: torsi6n aplicado a la 
barra. 
T 
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Se encontro que 81 maximo esfuerzo cortante ocurre a 10 largo 
de la linea central de la c~ra mas ancha de la barra y esta 
dado pqr: 
'1' 
= 
­
El angulo de torsion puede expresarse por: 
TL 
Los coeficientes CL Y C2 dependen unicamente de la razon alb y 
los dare a continuacion. Las formulas anteriares son validas 
unicamente en el intervalo elastica. 
COEFICIENTES PAI~ BARRAS R¥CTANGULARES BAJO TORSION 
alb C1 C2 
1,0 0,208 0,1406 
1,2 0,219 0,1661 
1,5 0,231 0,1958 
2,0 0,246 0,229 
2,5 0,258 0,249 
3,0 0,267 0,263 
4,0 0,282 0,281 
5,0 0,291 0,291 
10,0 0,312 0,312 
a 0,333 0,333 
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Se ve que en el caso de una seccion recta rectangular muy 
estrecha, tal como la de una tira 0 cinta delgada de hoja 
met61ica C1 (a) y C2 (8) son iguales a 0,333 y las ecuaciones 
de la m6xima tension de cizalladura y del 6ngulo de torsion por 
unidad de longitud se convierten en: 
3Tx L y 
ab3G 
Ambas ecuaciones en la pr6ctica se les puede utilizar no solo 
para un rect6ngulo estrecho, sino tambi~n para hallar 
soluciones aproximadas en otros casos en los que el ancho de la 
seccion recta es pequeno. Por ejemplo, en el caso de las 
secciones rectas de espesor uniforme representadas, el 6ngulo 
de torsion se determina por la anterior ecuaci6n de •• 
sustituyendo (a) por la longitud desarrollada de la linea 
media, 0 sea a =Ar para el caso (a). En el caso representado 
en (b), a = 2c - b. 
c 
J... bb TI· . c ., 
0 ® 
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La tensi6n maxima para la primera de estas dos secciones se 
>, 
obtendra por la ecuacion de Tmax por un factor de concentraci6n 
de, tensi6n. Este factor varia con la raz6n del radio del 
acuerdo r al espesor b. 
FACTOR~DE CONCENTRACION DE TENSION 
rib Factor 
1/8 2 1/2 
1/4 2 1/4 
1/2 2 
r 1 3/4 
EJEMPLO: 
Para la secci6n representada se dati las siguientes dimensi6nes 
b = 10 mm, c = 10 cm. Una barra de acero que tiene esta misma 
seccionrecta y una longitud de 1,50 m es sometida a momentos 
de torsion T = 2500 cm.kg en sus extremos. 
Calcular la maxima tensi6n 'de, cizalladura y el angulo de 
torsion $ entre los dos extremos de la barra, si el radio de 
acuerdo es r = 6 mm. G = 80 GPa para el acero. 
IOmm 
'Oem 
to mm -L---"----r 
....__ 1o_cm__-+l.1 T1  ..... 
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;, 
": 
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8i tomamos: 
a = ~c - b 
a = 2 x 10 - 1 = 19 cm 
Ymifx = 3 x 2500 X (l,O)~ =394,73
19 
Luego con r/b = ,6/10 = 0,6, el factor de concentracion de 
tension es 1.95 y la maxima tension de cizalladura en el angulo 
entrante sera T x factor = 769,73 
El angul0 total de torsion sera: ~ 
3'x T x 150 em 
19x(l,O)lxG 
Ejemplo: 
Una vigueta de aluminio tiene la secci6n recta como aparece en 
la Figura, el radio r en los dos rincones es 6 mm. Calcular 81, 
momento de torsion T, si la tensi6n de trabajo es igual a 560 
kgf/crn2. 
12 mm 
. ](..'1' 
= .. ...J 
_l.. •• 
, I;l./,.J "" 
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Para ~qllar el valor de a tenemos: 
25 '- 2 (b/2) = 23, a CD1 (base} 
7 , 5 - b/2 .. 6,9 em (c.ada ll'ldo) 
a ... Base + 2 (cada 	la.do) l!lI! 23,S + 13,2 ... 37,6 em 
a = '37,6 em 
, , 
b = 1,2 em 
Como: 
I 6 1Y como - ... ... 	 -
- K ... 2b / 12 2 
(leido de la. tabla) 
Asi: 
T = 560 !:g x '37,6 em (1,.2) 2 em2 
ClrtN 
== 5053,44 kg. em 
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Se tie~e un e1ementorectangu1ar90metido a un esfuerzo T =40 
MPa_Ha11ar e1 momento torsor., 
/ 
't'~dm = 40 MFa 
Sabemos que 
.
.. T 
"" ';mA:( C ab':.l1 
como 
a 
15 := 1 - Cl. = 0,208 
Asi: 
T := 40 X lOG Pa x p,'206 x 0,04 x (0,04)2 
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o. 
3.4 SECCIONES HUECAS DE PAREDDELGADA 
i ;, 
Consideremos un elemento cilindrico hueco de secci6n no 
circular sometido a carga torsion~l 
,t 
'" I 
I 
( 
I I • 
/~'.f' t~ I.{{' A '''~ I " ,, " 1 ,I 
\ '\ , \ ' 
\. ',\ 
\ ~ \ x 
I 
Aunque el espesor t de pared, puede variar dentro de la 
secci6n transversal, supondremos que se mantiene pequeno 
comparado con las otras dimensio,nes del elemento. 
Sacaremos el elemento sombreado de la pared AB limitada por dos 
planos transversales. situpdos a una distancia Ax uno del otro 
y pordos planos longitudinales perpendicularesala pared. 
Como la porci6n AB esta en equilibrio, la suma de las fuerzas 
ejercidas. en ella, en la direcci6n longitudinal x debe ser 
cero. .Pero las {micas fuerzas involucradas son 'las fuerzaas 
cortantes FA y FE, ejercidas en l'os extremos de la porci6n AB. 
F'iJ 
Z:Fx = 0 FE = 0 
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ExpreeB;mos ahora, FA como el prod:ucto del eefuerzo cortante 
longitudinal TAenIa peguena cara en A y por el area tA Ax de 
esa cara: 
FA = TA (tA Ax) 
Obeervamos gue, aungue el esfuerzo.cortante es independiente de 
la coordenada x del punto considerado, puede variar a traves de 
la pared; TA, por 10 tanto r~presenta e~ valor promedio 1 
esfuerzo calculado a traves de la pared. Expresando Fs de una 
manera analoga y sustituyendo FA y Fs se tiene: 
Como A, y B fueron. escogidos arbi trariamente, esta, ecuacion 
expresaggue elproducto Tt del esfuerzo cortante longitudinal 
T y del espesor t de la, pa~ed es constante a traves del 
elemento. Llamaremos 9 este pro~ucto: 9 = Tt = constante. 
Ahora tomemos un pequeno elemento de la porcion AB de la pared. 
Como las caras superio~ e inferior de este elemento son parte 
de la superficie libre del elemento hueco, los esfuerzos en 
estas caras son nulos. 
, . 
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" ...... 
;, ; 
Recorgemo's que TXY =TYX TYZ. =TZY TZX = TXZ. Hay entonces 
en el diagrama componentes nulas Y las T indicadas son iguales. 
, ... ( , . . . 
Asi. el esfuerzo cortante en cualqtiier punto de una secci6n 
transversal del elemento hueco ~s .paralelo a la superficie de 
la pared Y su valor promedio calculado a traves de la pared 
'­
satisface: q = Tt = constante. 
q = flujo de cortante 
En este punto podemos notar una analogia entre la distribuci6n 
de los esfuerzos cortantes T en la secci6n transversal de un 
arbol hueco de pared delgada Y la distribuci6n de las 
velocidades ~ del agua que fluye a traves de un canal cerrado 
de altura unitaria y ancho variable. 
Amedida que la velocidad ~ del agua varia de punto a punta 
debido a la variaci6n del ancho t del canal la razon de flujo, 
q =vt permanece constante a.traves del canal, tal como q = 
. . 
Tt. Debido a esta analogia el producto q = Tt es designado 
flujo de corte en la pared del arbol hueco. Veamos ahora una 
relaci6n entre el momento de torsi6n T aplicado al elemento 
hueco y el flujo de corte q en su pared. 
t 
dF" 
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Tenemos( un pequeno elemento de la seccion de la pared de . 
longit~d ds. El ~rea del elemento es dA = tds, y la magnitud 
de la fuerza cortante dF ejercida sobre el elemento es: 
., l 
dF = TdA - T (tdS)'=.(Tt) ds = qds 
.. 
El momento dMo de esta fuerza con respecto a un punta 
arbitrario 0 dentro de la cavidad del elemento se obtiene 
multiplicando dF porIa distanpia perpendicular p desde O~ 
hasta la linea de acci6n dedF. 
donde dMo = pdF = p(qds) = q(pds) 
pero el producto pds es· igual al doble del ~rea da, del 
triangulo sombreado. 
Asi: 
~ dMo = ~ q(2da) 
Como la i~tegral alrededorde la seccion de pared, del miembro 
izquierdo de la ecuacion representa la suma de los momentos de 
todas las fuerzas cortantes elementales ejercidas en dicha 
pared y como esto suma es igual al momento de torsion 'r 
aplicado al element?" se tiene: 
T = tP q(2da) 
Como el flujo de corte q es constante, escribimos 
T = 2qa 
En donde a es el~rea incluida dentro de la linea central de la 
seccion transversal de la pared.' 
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El esfuerzo ccortante T en cualquier punto :de la pared se puede 
dar en funci6n del momento de torsi6n T. 
q = Tt y T = 2qa donde: T = 2T ta 
Asi: 
T = T/2a 
En donde t es el espesor de la pared en el punta considerado y 
a el ~rea encerrada por la linea central. T representa el 
valor proinedio delesfuerzo cortante a traves de la pared. 
Para deformaciones el~sticas, l~ distribuci6n de esfuerzos a 
traves de la pared puede considerarse uniforme y la anterior 
ecuaci6n producira el valor reaJ del esfuerzo cortante en un 
punto dado de la pared. 
El ~ngulo de torsi6n de un ~rbol'hueco de pared delgada puede 
obtenerse usando el metodo de energia (cap.10 Bear), 
suponiendo una deformaci6n elastica se puede demostrar que el 
~ngulo de torsi6n de un ~rbol de pared delgada~ de longitud L 
y G es: 
TL 
4a 2 f) 
En donde la integraci6n' se calcula a 10 largo de la linea 
centraldela secci6n de la pared. 
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.' 
EJEMPLq: 
A un tubo de aluminio estructural de secci6n rectangular 
60 x 100 mm, es necesario hallarle el esfuerzo cortante en cada 
una de~us cuatro paredes, que prod"!-lce un momento de torsi6n de 
3 KN ~-in; suponiendO (a) .espesor 'uniforme dela pared de 4' mm. 
(b) por defecto de fabricaci6n las paredes AB y AC son de 3 mm 
y las BD y Cd de 5 mm de espesor. 
IOO'mm 
4mm 
SOLUCION: 
a. 	 Espesor de pared uniforme. a area limitada por la linea 
central. 
a = (96 mm) (56 mm) = 5,376 x 10-3 m2 

El T en cada pared es T = T/2ta 

:3 X 103 N.m 
= 69, e HPa 
b. Espesor de pared variable. El a es la misma y se cambia 
sucesivamente t = 3 mm y t = 5 mm. 
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I 
I 
I 
.3 x 10~ Rim 
'tJIB = ' 't')u:: = = 93,0 IJ'Pa. 
2 (3 x 10-) m) (5,376 ;, 10-~ ml} 
~ 
.3 X 10,3 Rim
~ , 1:' 
, lID '- = 't'c::7J = = 55 1 SMPll 2 (5 X 10-;) m) (5,376 x 10-3 m2} 
El esfuerzo cortanteen una pared dada depende unicamente c:le su 
espesor. 
EJEMPLO 2: 
CUiil debe' ser el maximo valor de T (momento de torsi6n) que 
puede soportar, la siguiente secci6n delgada, sitiene una T 
admisible TW = 4.000 Psi, cual es la relaci6n ~/L = ? 
G = 4 x lOS Psi = lb-in2 . 
" , 
10" 
•C\I 
t=O.1 
T 
l' , 
, 
, , a "" ~O x 1.1.,9 + 1t (5,95):1 
a. = 230 I 21 ln2 
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:S ~w 
\ 
T ~ ~. a TW t m1u 
T ~ 2 x 230,21 x 4000 x 0,1· lb.in ~ 184.200 lb.in 
'4 x (230,2)2J !!!I lI'!I 369,38 
011 (20 + 2~ x 5',95)
'. - . 
Momento de ineroia. equivalente 
o T 
= 1 GJ' 
EJEMPLO 3: 
El fuselaje de una turbine. presenta las siguientes 
caracteristicas y la superficie inferior soporta gases 
calientes. 
rad 
In 
Aluminio Aceroinoxidable 
t~ = 0,04" t2 = 0,07" 
G = 3,9 X 106 Psi G = 11,5 X 106 Psi 
T = 150.000 lb.in 
Calcular Tl., T2 $ = ? '"" I = 100" 
~.._~zyr ..... e ro Inoxldable 
1- 100 
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SOLUCION: 
; ;" 
T 
.2.1'11'.:' 
150. 000 lb. In 
III 663Ps 
2 X 11: X 900 x 0 I 04 fl 
~50.0001b.ln 
1:'2 = = 379 Ps 
2 X ~ 900 ;tn2x 0 107" 
'150.000 X 1001/ q. = 
4 X [n (900)] 2 pu14 
~ X 2n X 30 1:.. 271: X 30 6[-~----- + ---...;~----] 
0 , 04 X 3 19 X 10f: Of 07 x 11,5 x ~Ol) 
,
$ = 49 X 10-5 Rad 
EJEMPLO 4: 
8i se tiene un Tadm = 40 Mpa, determinar el momenta de torsi6n 
maximo que puede aplicarse a cada una de las barras de lat6n y 
al tuba delmismo material que se ilust,ran. Observese que las 
dos barras tienen igual .secci6n·transversal y que la barra y el 
tuba cuadrados tienen identicas,dlmensiones exteriores. 
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[\ 
SOLUCION:" 
Para una barra s61ida de secci6n rectangular, el m~ximo 
esfuerzo cortante esta dado por: 
't'DJaJ[ = 
En donde C1, se obtiene de la tabla: a = b = 0,040 m. 
alb = 1 ... C1- = 0,208 
Para Tmax = Tadm = 40 MPa, tenemos: 
= 40Mp;J.. = (O,20S) {O,040)3 
Barra con secci6n rectangular: a = 0,064 m 
. h = 0,025 m 
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alb 2,56, interpalanda C3. = 0,259 
7' .a 40 MFa.t'max = 
= Tl (O(259)· (0,064 m) (0,025)'1 
.', T~ = 414 N.m 
Tuba cuadrado: Para un tuba de e'spesar t, e 1 esfuerza cartante 
esta dado par: 
T 
2ta 
I , Dande a es el area limitada par la secci6n transversal dentra 
de la linea central 
a = (0,034 m) (0,034) = 1.156 x 103.-3 m2 
Sustituimas T =Tadm =40 MPa y t = 0,006 m 
TI t' = 40 MFa = 2ta 2 (0,006) (1,156xlO-:)m2 )
I) 
.". Tl ~ 555 N.m 
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ENERGIA DE DEFORMACION 
. ciU = -r:dy 
rv = .1.!. y Y = -T 2 G 
ixy 
r xy 
~==-__:L-
If - r'xy
"2 
w WI 
= :f2.2 
f V" y~G1'1 = _ dV ~. 2 
W f L. II o 
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T~Lw = 4> ds 
4 a :t2G t 
4a 2 
n Ie 4t~ 
t; 
(Momenta eQ7.li.valent;e de l.o seccion) 
4> = 
Tambien se puede escribir como: 
.p = - TL IaG 
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4. ELEMENTOS PRISMATICOSSOMETlDOS A FUERZA 
CORTANTE Y'MOMENTO FLECTOR 
4.1 PEFINICIONES 

, . 
Viga:, ,S6lido generado por una' superficie plana cuyo centroide 
recorre una linea recta 0 curva. 
Ejemplos: 
lww-"-~ 

B A 8 c 
VIGA SINPLENENTE APOYADA VIGA EN, VOLADIZO I N DETER'" INADA 
Las vigas (a)y(b) d~bido a la~ condiciones. de sustentaci6n 
son tales gue es posible determinar las reacciones por las 
ecuaciones ~ de la estatica se llaman vigas estciticamente 
, "; , 
determinadas .. La viga (e) con pasador en A y rodillos en B y 
C es estciticamente indeterminada. 
Si se hace un corte en la viga, la distribuci6n de fuerzas 
internas as complicada, paro para que se mEmtenga el equilibrio 
del cuerpo libra, deben sar estciticamente equivalentes a la 
resultante de fuerzas externas aplicadas. La resultants de 
tensiones puede ser'siempre sustituida por una fuerza aplicada 
en el centro. de .gravedad de 1.3. secci6n rec'ta y por un par de 
fuer-zas ~ si tuadas ambas en el plano axial de la viga y las 
cargas aplicadas. Por otra parte la fuerza puede ser 
descompuesta a su vez en unas eomponentes ortogonales: 
120 
· ~; 
N~ Nq~mal al plano de la seccion 
--.V ~ Situada en elplano de la seeeion 
_-+-)IooT 
M * Momento fleet~r ~--+--""N 
Veamos:,. 
m 
--+X
.9===1 
n B 
N Esfuerzo normal (tambien se. puede representar como P) 
M Momento flector 
V Esfuerzo cortante 
M M 
M M C ) 
N ~0.f--N 
Una fuerza normal positiva estadirigida hacia afuera desde la 
cara del cuerpo libre sobrela que actua. Los momentos 
flectores son positiv~s cu~ndo tienden a flectar el elemento de 
modo que presente concavidad hacia arriba. 
Se tendra en cuenta las tres ecuaciones de equilibrio: 
ZFxi ::: 0 ZFyi = 0 ZMi ::: 0 de cuerpo libre 
4.2 METODO DE LAS SECCIONES 
Para determinar las fuerzas que existen en una seecion 
transversal de una viga se aplie~ el metodo de las secciones. 
El analisis de una viga se empieza trazando el diagrama de 
cuerpo libre; este es posible si la viga es estaticamente 
determiriada. Una vez determinadas las reacciones se convierten 
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, f. 
en fu,rzas conocidas y en los,pasos siguientes no se,necesita 
hacer ninguna distinci6n· entre las fuerzas aplicadas y las 
reactivas, ,luego se aplica repet~damente el concepto de que si 
un cuerpo en conjunto esta en equilibrio, cualquier parte de el 
10 estara tambien considerese, una'viga en la que actuanfuerzas 
concE:ll1'tradas y distribuidas junto con las reacciones que se 
suponen conocidas. Cualquier parte de esta viga a uno ya otro 
lade de. un corte 0 seccci6n imaginaria, como x-x, tomando 
perpendicularmente el eje del elemento. Se puede tratar como 
cuerpo libre. Separando la viga por x-x se obtienen los dos 
segmentos indicados. 'Observese '.en particular que el corte 
imaginario atraviesa la carga distribuida y la separa tambien. 
Uno y otro. segmento de la viga estan en equilibrio y las 
condiciones 'deeste requieren la existencia de un sistema de 
fuerzas en la secci6n transversal· del corte de la viga.· En 
general, '. en una secci6n cualquiera se necesi ta una fuerza 
vertical, una fuerza horizontal y un momento para mantener la 
parte de la viga en equilibrio~ 
Pz --..,.,. B 
P 
4.2.1 Ecuaciones diferenciales de equilibrio 
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Es muy importante deducir ciertas relaciones diferenciales que 
permiten la construcci6n de los diagramas de fuerza cortante y 
momenta flexionante y el calculo de las reacciones. 
Voy a considerar un elemento de viga Ax, separado par dos 
secciones pr6ximas perpendiculares a su eje. El sentido 
posi tivo de la fuerza externa· P, 10 tomare para abajo. La 
fuerza cortante y el momenta flexionante pueden cambiar de una 
secci6n a otra y 10 designare al lado derecho del elemento como 
V + AV y M + AM. 
y P (x) Fuen:o x unidod de .. p (x)longitud 
+M.. hM 
x 
Ax Ax 
De la condici6n de equilibria de fuerzas verticales se tiene: 
1I:Fy = 0 v + AV - 11 + p (ax) = 0 
AV = _p (1) 
ax, 
Para que haya equilibria la suma de momentos can respecto a A 
debe ser cera (0) tenemos: 
VAx + M + 11M - M 
= 0 

(1) y (2) dan el limite cuando Ax .... 0, las siguientes dos 
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Ax)ilx (V + PCb) 2 
AM 
= -v - PAxax 
ecuaciones diferenciales basicas: 
Av 
2Lin) Ax -+ 0 ~x 
Lin) Ax -+ 0 
+ AN = 0 
ax (2)
2 
dv 
= -p (3 )
d;, 
= -v (4) 
dM d 
= = p-v ydx ax 
Analizando de derecha a izquierda 
y 
M... LlM 
M 
~--------~~--~--------~x 
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y 
(:~
VtlN 
~ P (t.x) Ax 
t )M~AM 
V+AV 
8 
/J.x 
x 
A 
+ 	 lEl-)-" = 0 V + Il.v - v + pilx = 0 
flVAx = -p 
A :.\ 
AM - I.i.: 	 - vA:, ::IP 	 0 
Al.f - Ax (P Ax + V) c 0 
.2 
4.3 	 DIAGRAMA DE FUERZA CORTANTE Y DE MOMENTO FLECTOR 
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AM v+ pAx
= Ax 
AMLim Ax -+ 0 = vAx 
Con las convenciones de signos adoptados para fuerza axial. 
momento flexionante y fuerza cortante se pueden trazar gr~ficns 
de sus funciones separadas en diagramas. Se traza una linea 
base igual a la longitud de la viga, se llevan ordenadas 
iguales a los valores de las cantidades calculadas, se unen los 
puntos asi determinados por lineas, obteniendo una 
representacion grafica de la funcion. 
Los diagramas de fuerza axial no se emplean con tanta 
frecuencia como los de fuerza .cortante y momento flexionante. 
por que mayoria de las vigas que se investigan en la 
practica estan cargadas por fuerzas que actuan 
perpendicularmente al eje de la viga. Para tales cargas de una 
viga no hay fuerzas axiales en ninguna seccion. 
Estos diagramas son importantes para el disenador de 
estructuras que puede ver . de inmediato la clase de 
funcionamiento que se reguiere de una viga en cada seccion 

transversal de ella. 

Veamos dos ejemplos: 

E.iemplo 1.: 

Para la siguiente viga elaborar el diagrama de cizalladura y 

momento flector. 

1.26 
a 
A;j;; 1
P 
;m,.B 
I- t ·1 
--+-Rz 
t i 
RI R, 
1. Reacciones 
~. '" () 
P {L - a) 
... R~ = L 
= +..Ei! L 
+ tEFv = a Rl + ~ - P = 0 
2. Ca1cular las ecuaciones de ~omento y V en cada tramo 
Tramo: Poroi6n de viga definido entre dOB puntos donde hay 
cambios brusoos de las fuerzas ap1icadas. En e1 tramo no hay 
oarga brusca. 
Se hace un corte a la distancia x de A. 
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o :::; x < a + 2:Fv = 0 
vx 
I' 'I 1) M t 0 
RI 
-p (L - 8)
V+ ~ = 0 V = -,R = L 
+ t~MD = 0 -gl.X + M == 0 
:;;::. ltJ R~X 
Chequeo 
-v ==Rl. 
Ahora el tramo restante: 
. . 
L-X 
·1 
. i
J& 
R:s 
+ fLFv ... 0 .... R'l - V '" 0 
Pav = L 
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+ 	 lEMB !!!. 0 V(L-:t) - M .. 0 M ~ V(L-x) ... ~ (I.-x) 
Rl (L-x) - M = 0 .M = ~ (L-x)· = Pa (L-x)L . 
Chequeo: 
dN -Pa
= -veLy;; 	 L 
dv 
=q odx 
3. Tabla de valores 
+x 0 
- a a 
V i_ p ¥ -P{L-alC aP/L 
M· 0 Pa ( L -a) pa¥
---c-
L 
aP/L
-
0 
1; a=t
P / 
Jh 
I 
I' V 
..J.. It
1 	 X 
----------------------~~x 
1.29 
Ejemp+q 2: 

Para la siguiente viga elaborar. e1 diagrama de fuerza cortante, 

momento flector y fuerza norm,al.J', ~ . "", 

1.67 ton/m!,:~~:~ 4r1111111 
US 
4.!S m 4.!S m. m 
-
7.!s 
/ 13.76 
_ 6.24 
!). !S3 
8.11/1\ 
~/ 
-22. !S 
-
M\ 
-I!S 
I.!S 3m 
m 
-!sOl 
---
V V--7.!S 
.12 
: 
o 
o 
M 
o o 
N 
'" 
Descomposici6n de la fuerza de 25 ton: 
I 
4 ..tan a .. 
1 3 
Rs = 25 x, sen 5'Y'7' = 20 ton 
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v 
3.33~' 
A.Jl.T ­
t- RZ 
RI • 
... EFx = 0 
~ - ~5 ton = 0 
R~ = 15 ton 
+fI:Fv = 0 

R + R R 3,33 X 4,5 - 1,67 x 3 = 0
1 ~ - 5 - 2 
, 
+ lEMlI. !!! 0 
R3 x6 - (1.,67 x:l) x9 - 20 x4,5 
+ 	 3,33 x 4,5 x 1. X 4,5 = 0 
2 , 3
" 
• R3 = ~B ,"/7 ton 
Rl = 32,50 - 1.8,77 = 13,73 ton 
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Reacc:ianes: 
Rl. = 13,73 
R2 = 15 
R3 = 18,77 
R4 = 15 
R5 = 20 
Tramo: o 
i. 
ton 
ton 
ton 
ton 
ton 
x < 4,5 
+ -to EFX nO' N g 0 
x
+ 1 LFv :::: 0 V - (3,33 + q) "2 ~ 0 
3 I 33 (4 I 5 - .~:')q ... 4,5 
V [3,33 + 0,74= 
Si x = 0 
X = 4,5 V· 
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JIll 0,74 (4 I 5 - X) 
(4,5 - X)] x 2 
V = 0 
= 7,5 ton 
3,33 x X 2
M + qxX 1 X x = 0
x + 3 X
2 3 2 

y2 
-0,74 (4,5 - X) X -6 - 1,11 X2M = 
x = 0 />1 = 0 
x = 4,5. ]If = -22,5 
< x
Tramo: 4,5 9 

t-t- Rz 
RI 
x 

+ .... LEX '''' 0 
If +.R:z ':: 0 
N = -15 ton 
v + R _3,33 x 4,5 " 0+ T:EFV .. 0 1 2 

v _. -6,24 
,~ TraulO: 9 < 10,5 
4.5 t _RzI' RI 
Ie X -I 
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M - R3. b: - 4,5} + 3,33;.Y. 4,5 X (~ x.4,5 + X - 4,5) 
l = 4,5 M = -22,5 
X 0 M 5,53III I';; 
+ 	.... EFx = 0 N - 15 + 15 = 0 N = 0 
v - 20 + R _ 3,33 x 4,5 = 0+ tLFv = 0 1 2 
v = 13,76 ton 
I. 
M+ 20 <X -.9) - Rl (X - 4,5) 
4,55 x 3,33 2 
+ 	 [- 4.,5 + X - 4,5] = 0 
2 3 
M = -20 {X - 9) + 13,73 (X - 4,5) -7,5 {X -1,5) 
Si: 
x '" 9 M 5,53 t;on.m 
x = 10,5 N = -15,12 ton.m 
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'rramo;: 	 0 ~ x ~ 3" 
III v 
r-UIIII 
~ x 	 ,I 
N "" 0 
+ 	~.EFy = 0 v + 1,67 X == 0 
V -1,67 Xi!!i 
Si: 
.,. ...0 V 0x 
3 V :::: -5,01X = 
+ T :E!..fA 	 = 0 11 + 1,67 z:
;1 
= 0 2 
M :: -1,67 K. 2 
X = 0 M == 0 
M' = -7,50X = 3 
Tramo: 	 3 ~ x ~ 4,5 
M 
( t V 
. +1~f_________X________~t~1 
1.67 
I. ,. ~ 
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-------------------------------------------------------------------
+ lDv = 0 1.,67 .::c 3,0 + V ;::: 0 
v = -5.,01 
N+ (1,67 X 3,0) {1,5 + (X - 3,0» li'l 0 

M = -5,01 .<i - 1(5) 

X = 3 J!.1 = -7,5 

X = 4,5 M = -15,03 

x 0 4,5- 4,5+ 9- 9+ 10,5- 10,5+ 12- 12+ 15 
V 0 7,5 -6,24 -6,24 13,76 13,76 -5,01 -5,01 -5,01 0 
11 0 -22,5 -22,5 5,53 5,53 -15,12 -15,03 -7,5 -7,5 0 
N 0 0 -15 -15 0 0 0 0 0 0 
4~ 4 FLIDGON 
El sistema de fuerzas que puede existir en una secci6n 
transversal de' una viga, consiste en una fuerza axial, una 
fuerza cortante y al que nosreferiremos ahora que es el 
momento flexionante. 
Relacionaremos el momento flexionante interne con los esfuerzos 
que causa en una viga. Se considerara tanto el comportamiento 
linealmente elastico' como el inelastico en las vigas. 
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!, 
Limitaciones de la teoria: 
, ' 
1. 	 Se supone que todas las fuerzas se apli.can sin choque, ni 
impacto. 
2. Vigas estables bajo las fuerzas aplicadas. 
Hipotesis: 
1~ Secci6n transversal simetrica a 10 largo de su eje 
longitudinal. 
2. El eje de la viga pasa por ·todos los centroides de las 
secciones transversales. 
3. 	 Hip6tesis fundamental: Secciones planas de una viga, 
I 
perpendiculares al eje de la seccion, permanecen planas 
despues de que la viga se somete a flexi6n. 
4. 	 Material homogeneo. isotropico. elastico, lineal a - E.E. 
5. 	 Fuerzas en elplano xy. 
4.4.1 Tensiones internas 
Consideremos la viga AB. Cargada transversalmente como 
representa. la figura, con sus correspondientes diagramas de 
esfuerzos cortantes y de mom~ntos flectores. Se observa que la 
parte central 0 media de la viga CD esta exenta de .esfuerzo 
cortante y que su momento flector Hx = Pa es constante entre C 
y D. Esta clase de trabajo se denomina flexi6n pura; es decir, 
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i 
que el ~egmenteo de viga CD esta en equilibrio por la acci6n de 
un momento solamente. Y 
tY P P 
A i=::;::=::!:::;========;:-I+~"";=':...=_=l+'f-p.§B~.. Xd at 
i ic . ' oi, 
V 
P 
~--~-----------r----.-~X 
p 
Para investigar el estado de tensiones internas producidas por 
flexion pura, debemos examinar la deformacion que tiene lugar 
en el interior del material. 
I 
Suponemos que la viga es prismatica y gue tiene un plano axial 
de simetr ,el cual se toma como plano xy. Cuando actuan las 
cargas aplicadas sobre tal plano de simetria, la flexion se 
produce solo en este plano. Suponemos ademas que el material 
es homogeneo y que obedece a ley de Hooke. Siendo su modulo 
de elasticidad en traccion igual que en compresion. Puesto que 
el ffiQ.IIlfU~c.t_Qr. es constante entre C y D, es razonable 
admitir que la deformacion por flexion sera tambien uniforme, 
es decir que la porcion CD de Ia viga tomara la forma del arca 
circular de la figura b. En e'sta posicion deformada cada 
seccion transversal, originalmente plana se supone gue 
permanece plana y normal a las fibras longitudinales de La viga 
(confirmado experimentalmente). 
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A con~epuencia de la deformacion, las fibras de la cara convexa 
de la viga se alaargan ligeramente mientras las de la cara 
concava se acortan ligeramente. 
Entre la parte superior y la ,parte inferior de la viga hay una 
capade '. fibras cuya longi tud permanece invariable. Se le 
denomina superficie neutra. 
La intersecci6n de esta superficie neutra con el plano axial de 
simetria se denomina eje neutro de la viga. Despues de la 
deformacion, los planos de las dos secciones transversales 
adyacentes mn y pq se cortan en O.Designamos por dO el angulo 
que forman estos planos y observamos que de =dxlp donde lip es 
la curvatura deleje neutro de la viga. 
Pasamos por el punto b del eje neutro, una recta p'q' paralela 
a mn, para indicar la orienbaci6n primitiva de la seccion 
transversal pq antes de la flexion. Se ve que el segmento Cd 
de una fibra distante y de la superficie neutra se alarga la 
magnitud d'd = yd9 como su longitud inicial era Cd' = dx, la 
deformacion correspondienteI es: 
L 
p 
dd' = yci6 
dx = 'pdO 
8i se considera una fibra de la cara concava de la superficie 
neutra, la distancia y.. sera negativa y tambien la sera la 
deformacion. Asi todas las fibras de la cara convexa de la 
13L) 

super!icie neutra estan sometidas a traccion y todas las de la 
r 
_cara concava 10 estan a compresion. Los experimentos indican 
que encompresion simple. La deformacion lateral de las fibras 
es la misma en tracci6n. 
Segdn~ esto, la tension en cada fibra sera directamente 
proporcional a su deformacion lOngitudinal . 
p 
. Lo que pone de manifiesto que las tensiones de fibra ox debidas 
a flexi6n pura varian linealmente con la distancia ~ desde la 
, . 
superficie neutra en tanto el material siga la ley de Hooke . 
. 
" 
.E. y 
o~--... cr)( 
y 
y 
Asi eeta la distribuci6n de tensiones en la profundidad de la 
viga. La posicion del eje neutro Oz de la seccion transversal 
puede ser ahora det.errninada por la condici6n que de estas 
tensiones distribuidas en la secci6n deben originar un par 
resistente M. 
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Desigryemos por dA un elemento de ~rea de la secci6n transversal 
situado a la distancla (y) desde el eje neutro. Entonces el 
elemento de fuerza que actua sobre esta area es axdA. 
Aplicando la ecuaci6n tendremos. 
lJxdJi = 	 E Y ciA 
P 
Puesto que no debe haber fuerza normal resistente Nx sobre esta 
seccion (flexion pura) la integral de axdA en el area total 
de la secci6n debe ser nula.' 0 sea: 
= o 
Como E/p diferente 0, se deduce de esto que: 
fA Y ciA = Aye = 0 
El primer momento respecto a un eje es cero cuando pasa por el 
centroide. 
Donde A es el area de la secci6n transversal e yc distancia 
desde el eje neutro a su centro de gravedad. Si A diferente 0, 
concluimos que yc = 0. Asi el e neutro de la secci6n recta 
pasa por su centro de gravedad. 
El momento de la fuerza elemental axdA respecto al eje neutro 
de la secci6n es dM = yaxdA.' La suma de estos momentos 
elementales en el area total. debe producir el momento de 
flexion M en esta secci6n, asi: 
141 

R~ '- i ~-uu . 
2M = fA Y C1XdA - E f y dA
- . P A 
y 
Es e1 momento de inercia de 1a 8ecci6n. 
Entonces podemos escribir: 
1 M 
= 
P EI 
Esto dice que lip del eje de 1a viga es directamente 
proporciona1 a1 momenta f1ector tv! e inversamente proporcional 
a 1a cantidad EI, 11amada RIGIDEZ a 1a f1exi6n de 1a viga. 
Sustituyendo lip en 
ax = ex E = E Y 
P 
Se tiene: 
ax = 
Se ve que 1a tension de flexion ser4 m4xima en las fibras m6s 
a1ejadas de 1a superficie neutra y se traducir4 en traccion en 
1a cara inferior convexa de 1a viga y en compresion en 1a cara 
c6ncava superior. 
142 
MC2 
(]max = I 
8i es secci6n transversal simetrica con respecto al eje de 
grave~~dC~ =C2 = C. 
Z~ Y Z2 son los m6dulos de resistencia 0 momentos resistentes 
de la secci6n y podemos escribl~: 
(]max = = 
Calculo del momento de inereia: 
Para aplicar la f6rmula de la' flexi6n se debe determinar el 
I . 
momento de inercia, I, del ~rea transversal con respecto al eje 
neutro. 8u valor est~ definido porIa integral y 2 dA, sobre 
toda el ~rea transversal de un miembro, y se debe·subrayar que 
para dicha f6rmula de la flexi6ri e1 momento de inercia tlene 
que calcularse cori respecto a1 eLie neutro del area transversal. 
Tal eje pasa POl' el centro ide de dicha area. En caso de 
secciones simetricas el eje neutro es perpendicular al eje de 
simetria. Tal eje es uno de los ejes principales (aquellos 
con respecto a los cuales el momento rectangular de inercia es 
m~ximo 0 minimo. Tales e~jes son siempre mutuamente 
perpendiculares. El producto IyzdA se anula para ejes 
principales. Un eje de simetria de una secci6n transversal es 
siempre un eje principal). 
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Procedimiento: 
1. 	 Hallar centroide de la seccion. 
2. 	 La integracion de y 2 dA se efectua luego con respecto al 
eje horizontal que pasa por ·el centroide determinado la f 
.', . .. 
real sobre areas es necesaria solo para algunas formas 
elementales como .' A, etc. 
3. 	 Secciones transversales pueden descomponerse en una 
combin~cion de formas simples (ap§ndice Tabla 2 Popov). 
dA 
Centroide 
y 
Esta area tiene un momentp de lnercia 10 con respecto al eje 
horizontal que pasa por el centroide, esto es 
10 = fA (d + y)2dA Y medido "desde el eje centroidal. El 
momento de inercia Izz de la mlsma. area con respecto a otro eje 
horizontal z-z es por definicion: 
Izz - f (d + y) 2 cIA
- .\ 
donde X se mide a partir del eje que pasa p~r el centroide. 
Resolviendo se tiene: 
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== Ad2 + ~d fA ydA + Io 
Sin embargo, como el eje desde el cual se mide Jl. pasa por el 
centroide del ~rea, f ydA 0 bien yA, es cero. 
Izz :: 10 + Ad2 
El momento de inercia de un area con respecto a un eje 
cualquiera es igual al momento de inercia de la misma con 
respecto a un eje paralelo al primero y que pasa por su 
centroide, m~s el producto 'del area y el cuadrado de la 
distancia entre los dos ejes. 
Ejemplos: 
Determinar los momentosde 'inercia para la secci6n respecto a 
los ejes y y z que pasa por el centroide. 
lem 
.J. 
I lemT~ r- T 
6 em 
1 -1I I em 
I. 4 'em .~T 
Seeei6n A (cm2 ) y (em) Ay x (pulg) A~x 
Total 24 3 72 
Interior -12 3 -36 
IA :: 12 cm2 "i.A.y :: 36 
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LAy 36y = = = 36 em ~ 12 
LAx x A 
"""'EA 
Izz = 4 x 6 3 - 3 x 43 
12 12 
Ixx = 
3 
Iyy = 6 x4 3 + 6 x4 (2 -l;SP - 4 x3 + {2,.S -1,5):1
12 12 
Ejemplo: 
Determinar el momento de inercia Izz con respecto al eje 
horizontal de la secci6n que se muestra. 
SOcm 2.S I 
,. 'J" 
Z ---17"--." 
~ 10 CIn 
SECCION A y Ay 
TOTAL 150 7,5 1125 
IN'l'ERIOR 37,5 8,75 328,13 
~112,5 ~796,87 
Para el rectangulo completo: 
1-16 
y == == 7, OS em 
Izz • Io'" Ada 
10 x (15) 3 + ~O x J.5 x {7, 5 x 7, OSP 
12 
Para parte hueca: 
5 x (7,5)~ + 5 x.7,5 x {S,75 -7,OS}2 
.12 
Izzl = 280,36 cm4 
Para la secci6n hueca tenemos: 
Izz'l' = (2839,96 - 260,36) cm4 
Determine el momento de inercia del ~rea mostrada. 
a. Con respecto a los 
Hallar el centroide. 
ejes que 
Ix = ~ 
pasan por el centroide. 
b. Con respecto 
e Iy. 
al eje zz mostrado en la gura. Hallar Ix 
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20mm 
t 
60 mm 
1 ----~------~~~_+zz 
20mrn 
_I'r 40/l1m '1,2omm,/ 
Hallar el centroide: 
A y Ay 

1600 70 112000 184000/4000 = 46 

2400 30 72000 

"iA 4000 184000 

Momentos de inercia can respecto al centroide 
Ix 1 X 80 mm X (2 0 mm») ,., (SOx 20) (2 4) :J
r!.! 
... .1:... 40 X (60 mm) ~ .+ (4 0 X 60) (16 ) ~ 

12 

.: ; 
Sacar la secci6n rectangular m~s resistente en flexi6n donde 
aguante el momenta maximo conociendo el esfuerzo admisible. 
LIB
-I­ L.J. 
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Soluc:!-qn: 
M La~
°ma:'t . = = ya que: Z = -Io Z y 
M 
O!l1Jix ~ :S 11 Z 
as~: l~ ~ °N.Z B (Z.m.!..Y) 
parR que esta B8 CUlllpla. Z debe 882- maximo 
Asi, ha11ando 1a secci6n que tenga e1 Zm4x obtenemos 1a secci6n 
mas resistente a f1exi6n. 
bh~~ 
I :;: Y = b 12 2 
I ab3 X 2Z = ....- Z = y 12 X 12 
aha 
.. Z = 6 
Se tienen dos inc6gnitas a y b, pero podemos despejar Ilna en 
terminos de 1a otra: a 2 + b 2 = D2 
b 2 a 2= D2 ­
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Asi: 
el maximo 0 minimo 10 hallamos cuando dZ/da = O. 
(-2a) {Da - aa) xl. 0dZ = a =ria 6 "'" 6 
- 3a 2 + D2 0"" 
D 
l:1 = ­
IJ 
[)2b 2 b 2 "l D2 D2= ­ = '" 
'3 3 
.. b = ~ ~ D
, .... 
La seccion rectangular mas resistente tiene las dimensiones de 
a =D/f3 D y b = {2/3 D. 
Hallar la seccion maS rigida en flexion. 
Aqui nos tenemos que referir al ,angulo e, conociendo el e 
admisible. 
Sabemos que 
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E, ew y L son 
secci6n y tiene 
dI 
=0- dI da dill. 
dI 
da 
Para soportar 
secci6n donde 
o = ML:s 0 aclmisibl e
EI 
constantes; I es e1 unico que varia can 1a 
que ser maximo. 
l I = ab 
12 
= 
1 [a x [ ; {Dl-a:l) 2" 
1 
x (-2a)] + lD:l-alJ 11 
3 
J == 012 
:: (n2-a 2) .! 2 [_ 3 X (-2a) + (D2-a2)] :: 0 
:2 
1 
aa) a [D:;! - 4a':l] "" 0 
a=D 
D 
·a =­
. 2 
e1 momenta 1a mas rigida y resistente es 1a 
dOlldo: b=.£!D 
:2 
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Ejemp+o: 

Tenemos una viga de longitud L, para soportar un momento M. Se 

tiene la opci6n de tres seccionestransversales, encontrar cual 

es la mas adecuada para el diseno. 

Soluci6n: 

e o-La secci6n mas adecuada para el diseno '-' . 
La menos costosa. 

La de menos peso, p~r tanto la de menos area. 

I' L ;1' 
a 
Al hablarnos de soportar, pensamos en alY1~K. 
M IZ ::= :l yZ 
Secci6n circular 
Asi: 
n(22.)"
2 1tD' 1tDJ M
... . ..Zo .. 
-
~ 
4 x D 64 D 32 e", 
,2 :2 
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El area de la secci6n circular. 
Secci6n cuadrada 
Secci6n rectangular: 
Z = a x (.2a.) l ::: ~ a l ~ M 
q.. 12. a 3 Ow 
(M)~Ao=2.62'ow J 
La mas adecuada la de menor area. 
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Ejemplo: 
Hallar la carga maxima distribuida q, que puede aplicarsele a 
la viga de la figura, sin que esta falle porflexi6n conociendo 
ow, compresi6n = 100 MPa 
'. 
ow, tracci6n = 40 l'1Pa 
Iz = 50 x lOs mm4 
y 
-
'--
-+80111111 
z i 
180 mm 
-+ 
Ahora: 
3m !I.zm I~ , . 
R~ f t 
RI Rs LFx =. 0 :. R"}. = 0 

L'Fy ;;; 0 :. Rl + Rl - q (5. 4. ) ::: 0 

Rl i- R3 = 5. 4q 

Por s.i.metrla ~ = R) = 2,7q 

.' Ahora procedemos a seccionar: 0 .::: x .::: 1,2 
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qx2 M+-TIilO 
8i x = 0 M = 0 
X = ~,2 .1>1·= - Q,72Q 
V 
1,2 :S x :S 4.2 11j)IIl4---yM 
t R I 
ax':t.M + ~ _. {2, 7 q} (X - ~, 2) .. 0 
2 
M = 2.7Q (x - 1,2) _ q(x£:) 
2 
Cuanda 	 x = 1,2 M = 0,72 g 
x = 4,2 H = -0,72 q 
Entances: 
2.1 1ft 
v + R1 - qx = ° 

V = qx - 2,7 q 

x = 2,7 m 

M = 0,405 q 

Cansideremas das casas: 
YT = 80 mm 
yc·= 180 mm 
155. 
Entonces: 
MyIZ T - ...- ""NT 
40 X 106 N X 50 X 106 mm4 
m2 ----------~~------------- x80lt'Jll 
M :I 25.000 N.m (a) 
1m' 
---------­1 X 1091l1j'n:) 
Ahora: 
M :I 27,777 N.m (b) 
De (a) y (b) escogemos e1 menor;
I 
25.000 N.m = -0.72.q 
es decir se escoge 
N 
.. q = 34722,22 
m 
(al 
Mm..ax (+) 
T 
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y C' = SOllml 
Yz- == 180mm 
100 x 10~ ..!!.... x so .x lOC,mm' 
m2 
BOrum 
M ~ 62. 500N.m 
40 .x 10' N' x 50 x lo(.mm4 
MyT = 0wT _ /:rJ ~ _____m;....-2~-------- X 1m3 
Iz 180mm 1 x 109mm1 
M ~ 11.111; l1N.m 
Se e1ige e1 menor entonces M ~ 11.111,11 N.m 
11.111,11 N.m = 0.405 q 
q =27.400 N/m 
La carga maxima que puede ap1icarse1e a 1a viga sin que fa1le 
por flexion es q = 27.400 N/m. 
4.5 FLEXION Blfu~IAL 
Hasta el momento se han estudiado elementos que tienen uno 0 
dos pIanos de simetria, en donde el momento M producido se 
representa por un vector horizontal M que coincida con e1 eje 
neutro de la saccion transversal. Ver Figuras (a) y (b). 
En las Figuras (c), (d) y (e) los pares no actuan en un plano 
de simetria. 
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z 
y y 
I I 
N.A r 
M\. c 
N.A I" c 
\ M
z 
'-­ ""-­
I I 
y 
c 
x 
()x d A 
I 
! 
I·I 
I' 
Consideremos un elemento no sim~trico de forma 
Figura (f); en esta situaci6n tenemos: 
(.2) EMy = 0 
-­
(3) :EMz ... 0 ...... 
(1) LFx = 0 ..... fC~A ~ 0 
I fzaxdA = o Rotaz alzededoI del 
fya ciA ,., 
. :t o Rotaz alxededox del 
arbitraria 
ejey 
eje z 
Se que: 
IJ 
x 
= _. M~I 
Antes se tenia una secci6n sim~trica con respecto al 
la ecuaci6n (2) fue descartada como trivial en ese 
eje y, y 
momento. 
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ahora como es asimetrica la secci6n, esta ecuaci6n toma un 
valor significativo. 
Miremoa la siguiente distribuci6n de esfuerzos. 
r [7?h Ox y y
c -r ax = .. a x = am 
, om C C 
, 
-l-+ . 
8i auatituimoa Ox = - Omy/o en la ecuaci6n (2) ae tiene: 
puea Om Y c son valores conatantes = 0, Y la ecuaci6n queda 
representando el producto de inercia de la secci6n tranaversal 
con reapecto a loa ejea Y Y Z; y es cero, si eatos ejes son los 
ejes centroidales principaies de la secci6n transversal. 
puede concluir que el eje .neutro de seccion transveraal 
coincidira con el eje del par 1:1 que repreaenta las fuerzas 
actuantes en dicha seccion, si y aolo si el vector par M es 
dirigido a 10 largo de los ejes centroidales principales de la 
aeccion transversal. 
N.A I 
z of N.A 
z 
M (~ r ~ 

y 
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8i los que tienen uno 0 dos pIanos de simetria se rtona 90°, el 
par M sigue dirigido a 10 largo de un eje principal centroidal 
y el e,:i e neutro nuevament.e coincide con el e~i e del par, aun en 
(b), el par no actua en un plano de simetria. 
En las asimetricas se nota que el vector par M no esta dirigido 
alo largo de un eje centroidal principal y el eje neutro no 
coincide con el eje del par. 
Cualquier seccion posee ejes principales centroidales y se 
pueden determinar analiticamente 0 con el circulo de Mohr. 
Si el vector par M se dirige a 10 largo de uno de los ejes 
centroidales principales de la seccion, el eje neutro 
coincidira con el ej del par y se lograra calcular con las 
mismas formulas de elementos de simetria. 
Tomemos un caso general de flexion asimetrica: 
y 
Mz 
Un momento M que act(la en un plano que forma un angulo e con el 
plano vertical, la representacion en la seccion transversal 
formara el mismo angula e conZ POI' que las fuerzas actuan 
perpendiculares al plano. 
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I 
I 
Se tiene: Mz = M cos e My = 11 sen e (y y Z son ejes 
centroidales princ de la seccion transversal). 
Para la determinacion de los esfuerzos tenemos el par Mz actua 
en un plano vertical Y y flexa el elemento en dicho plano 
entonces: 
donde Iz es el momento de inercia de la seccion con respecto a1 
~j~ centroidal princ Z. 
Es importante tener presente gue el signo negativo (-), obedece 
hecho de que tenemos compresion por encima del plano Xz 
(y > 0) y tracci6n por debajo (y < 0), y el eje Y es 
positiv~ hacia arriba. 
El par My actua en un plano horizontal y flexa el elemento en 
dicho plano, los t-esultantes sonf~ 
a = My Z 
x Iy 
donde Iy es el momento de inercia ds la ssccion con respecto al 
eje centroidal principal Y. El .signo positiv~ obedece al hecho 
de que tenemos traccion a la rda del plano vertical xy 
(Z > 0) y compresion a su derecha (Z < 0). 
si se apl 8upsrposicion tenemos que la distribucion de 
esfuerzos causados por el par original M es: 
161 
cr = _ Mzy + Myz (A)
x Iz Iy 
Esta formula es aplicable si: 
Los esfuerzos combinados no e:-:ceden el limite de 
proporcionalidad del material. 
Si las deformaciones causada por uno de los pares 
componentes no afectan considerablemente la distribucion 
de los esfuerzos debidos ala obra. 
Sabemos que el esfuerzo normal es cero en cualquier punto del 
eje neutro; y la ecuacion, que define dicho eje puede obtenerse 
haciendo ax = 0, 10 que nos da: 
Mzy + Myz 
Iz Iy 
Reemplacemos Nz y J:vly par Hz = t1 cos e y My = M sen e. 
Mease MsenOz 
... y = (i; tana) zIz y = Iy 
La ecuacion anterior es una ecuaci6n de la recta que depende de 
una pendiente: 
m = (i; tanS) 
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Aei el angulo 4> que el eje neu"\:iro (N-A) forma Ijon el eje Z se 
define par 10. relaci6n tan 4> = ·1z/Iy tan e, donde e es el 
angulo que el vector 'por M forma con el m1smo eje. 
Como 1z, 1y son positivos 4> y e tienen el mismo signo y o.demas 
4> > ~ s'i 1z > 1y 
tP < e s1 1z < Iy 
Se concluye entonces que el eje neutro esto.ra siempre entre el 
vector par N y el eje principal correspondiente 0.1 momento 
menor de inercio.. 
Si 1yz = 0 se obtiene: 
MzIy + MyIyz . Y + MyIz + MzIyz . z (1 = 
IyIz - IyZ2 IyIz - I yz2 
Si supieramos que los ejes centroidales fueran los ejes 
principales de la secci6n transversal 1yz = O. nos daria la 
misma ecuaci6n obviamente obtenida en el analis1s anterior. 
(A) • 
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Ejemplos: 
Una viga de acero en forma de I "8123" fue instalada durante 
el proceso de construcci6n de manera que el eje Y hace 20" con 
la vertical por error hacia la izquiera. En su diseno vertical 
se sabia que el esfuerzo maximo era de 18000 Ib/pulg2 . 
Cual sera el esfuerzo maximo ahora por su inclinaci6n. 
Una viga de acero en forma de I, fue instalada durante el 
proceso de construcci6n de manejo que el eje Y hace 20" con la 
vertical por error hacia la izquierda. Cuando su diseno 
vertical se sabia que el amax ::: 18000 1/pulg2 ::: 18000 Psi, cual 
sera el amax ahora por su inclinaci6n. 
, 
y 4, 
A 
~.44,,11 
Btl 
I 
max Mo Ymdx 
-L -- I z. 
I 
Mo 
---I> 
l I 
4, 7~ ~ A 
Iz = 64.2 in 4 
I y = 4.4 in" 
18000 lb X 64.20 pulg""
pulg2 Mo Diseiio = = 288900 lb.pulg4 pulg 
Mz' =Mo cos 20° = 271477 lb.pulg 
My' = Mo sen 20° = 98810 lb.pulg 
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A. 	 Es el punto donde a es mas grande que todos ya que 
ymax (-) y zmax (+). 
Mzy + Myz
CJ = - Iz Iy 
(JA = ···271.477 (lb,pulg) x (-4 pulg) + 98810 lb.pulg x2.0BS 
64.20 pulg4 · 4.4 pulg4 
O'A = 63736',9 Psi 
Ejemplo: 
El par M se aplica a una viga de secci6n transversal ilustrada, 
en un plano que forma un angulo J3 con el plano vertical. 
Determinar el esfuerzo en (a) el punto a, (b) el punto B, (c) 
el punto D. 
y 
A B~
r;:=t=t:::.::::r 1/2 pol; 
Iy ::: 11,54 pul-4 
8 pulll:z: Ii :: 93,7 pul-4 
1/2 ,ul, 
I/Z pol a 
1.12!I ,ulo --1 
-4 puio 
El par M se aplica a una viga de secci6n transversal ilustrada. 
En un plano que forma un angulo con el plano vertical. 
Determinar el esfuerzo en (a) el punto A, (b) el punto B, (c) 
el punta D. 
165 
I 
I 
I . 
c 20mm 
L...-..-.., J.. 1 
'-1.-- -"-"-"""-1"'T+2+00
Otra presencia de carga biaxial es la aplicacion de una carga 
axial exc~ntrica 10 que modifica la ecuacion un poco. 
(J = P Mz Y + My z 
x A Iz Iy 
Un elemento AB sometido a fuerzas exc~ntricas iguales y 
opuestas P y PJ y establecemos que a y b denotan las distancias 
desde la linea de ace ion de las fuerzas hasta los ejes 
centroidales principales de la seccion transversal del 
elemento. Podemos escribi~ My =Pa y Mz =Pb. An~logamente la 
fuerza exc~ntrica PJ es equivalente a la fuerza centrica PJ y 
los pares MJ y y MJ z . En virtud al principia Saint Venant 
podemos reemplazar la carga original par la carga est~ticamente 
equivalente para determinar distribuci6n de esfuerzos en una 
secci6n del elemento siempre y cuando la secci6n no este cerca 
a uno de los extremos del elemento. 
y y Z se miden desde los ejes oentroidales principales de la 
seocion. La relacion obtenida muestra que la distribuci6n de 
esfuerzos en la eecci6n es lineal. Se debe tener cuidado can 
los signos> puesto que cada uno de los t~rminos puede ser 
positivo 0 negativo dependiendo de P y PJ Y su 10calizaci6n de 
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la linea de accion, con respecto a los ejes centroidales 
principales de la seccion transversal. 
'I 
y 
A 
p 
x )--t-­.. x 
p 
4.6 FLEXION COMPUESTA 
Esto se da en elementos compuestos de varios materiales. 
Supongamos el siguiente elemento: 
2 
La deformacion sigue la misma pues esta no depende sino de que 
la secci6n sea la misma a t~aves de su longitud. 
Ex - yip, entonces: 
= - Ea y p 
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Ademas: 
Ei ciAdFi °ldA -y"" '" P 
E:J, ciAdF2 = °2dA =. - -y p 
5i decimos que n = E2/El. 
dF2 ;; - ( n:i ) ydA := 
Observemos que dF2 podria ser e~iercida en un elemento de area 
ndA del mismo material 0 sea, que el material (2) se puede 
modificar por el material (1) ampliado n veces su ancho asi: 
b b 
dA I 
_ ndA
• 
nb 
8i n > 1 - ensanchamiento 
8i n < 1 - estrechamiento 
Efectuado en direcci6n paralela al eje neutro de la secci6n. 
Esta nueva secci6n es la secci6n transformada del elemento. 
Ya teniendo e1 e1emento homog§neo tenemos que el m§todo usado 
para determinar e1 eje neutro de la secci6n y e1 esfuerzo 
normal en varios puntos de la secci6n. El eje neutro puede 
dibujarse a trav8S del centroide de la secci6n transformada y 
HiS 
el esfuerzo o~ en cualquier punta localizado en la seccion 
transversal de la barra original simplemente se calcula Ox para 
un Y correspondiente de la seccion transformada. 
Para calcular 02 en cualquier punta de la porcion inferior 
deben rrlultiplicar por n, el Ox calculado para esa distancia y. 
Recordemos que el elemento compuesto y el elemento transformado 
se deforman de la misma manera. luego la curvatura de un 
elemenco compuesto es 
1 M
= 
I: 	 Momento de inercia de la seccion transformada respecto a1 
eje neutro. 
'·Caso mas importante en la practica de la construccion" . Me 
refiero al caso del hormigon reforzado cuando estas vigas se 
/ 
someten a momentos flectores positiv~s, se refuerzan con 
varillas de acero colocadas a una pequena distancia por encima 
de la cara inferior. 
-rt • --rAs 1/2. x.d i I t -i­
d - xJ- ~. H+ ----1--..... Fs n As 
I· b .1 
Kd: Profundidad del eje neutro.' 
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Ejemplo: 

Se tiene el siguiente elemento estructural. 

CD 

I/Z"

t 
1 
12" 
1/2" 
e" 
E2 = 30 X 106 Psi I· ~ 
El. = 1,5 x lOs Psi 
OWl. = 1200 Psi 
OW2 = 16000 Psi 
Hallar: 
a. El momento maximo solo en la seccion 1. 
b. El momento maximo en la seccion compuesta. 
Soluci6n: 
a = 
Asi: 
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Mzm4"x = 1200Psi: 8 x 144 = 230400 lb.pulg 

(La secci6n que se transforma va en el numerador de Ia relaci6n 
EI • . d' ,1..'n = - • S~ n -< 1 ~n ~ca estrec.l.J.am~ento y
E2 
5i n >- 1 indica ensanchamiento) 
= 1 (La secci6n uno se 20 

transforma a 1a secc6n 2; significa que se 
trabaja con 131 material 2) 
Luego: 
Al = B x 12 

AT = nA1 = a x 12 

nAI = ax 12 

n x 8 x 12 

a = = B = 0 14/112 12 

La nueva secci6n tiene las siguientes caracteristicas.
+-8" 'I 
t f2Z22Z2:~7'Z,2.;~a 1/2" 
12" Mz 
J~ fZ2ZZ?2Z~ZZ22Z1 1/ 2" 171 

Ahora hallemos el o~ de la nueva secci6n. 
a'0' modificado = a = = 1200m 20 
(Esto debido a que toda la secci6n qued6 transformada al 
material de la secci6n 1). 
0'OWl == 1200 = .01 = 24000 Psi 20 
En la nueva secci6n transformada controla el menor asi pues, 
escogimos el menor. Ow2 = 16000 Psi. 
Ha11emos e1 ±z de 1a figura transformada. 
+ 2 [8 Xl~,53 + 8 X 0.5 x (6,25)2] = 370,27 pulglJ. 
, 
a - Hz'· Y ~ 16 000 
adm - I' 
z 
Mzn:ufx ~ 16000 x 370 =911,0 lb.pulg
6,5 
Ejemplo: 

Se tiene e1 siguiente e1emento estructura1. 

o 
8" 
...,
= 1013El. c... x Psi 
10 13E2 = 20 x Psi 
awl. = 1000 Psi 
Ow2 = 13000 Psi 
a. Hallar e1 t1max de 1a secci6h compuesta. 
b. Hal1ar e1 valor de Iy de 1a secci6n transformada. 
Soluci6n: 
El 1 
- = = nE2 10 
(La secci6n (1) se transformara en la secci6n (2» 
dio menor de la unidad; entonces, la seccion (1) se estrechara. 
nxA1 =axB --a = 0,5 
a 
(11 =, noT - aT = ; 
lb 
:. aT =10000 
pulg2 
0 / 53I = 2 X 53 xl X a+ 12 :. I z = :2 0, 9:2 pulg'
z 12 
y 
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M 
CJm§x ... ~ x y ~ 10000 
Oz 
20,92 X ~oooo _ M ~ 83680 ~ lb.pulgMz 2,5 pulg ,z 
X 0.5 
Iy =2, [( 5 ~213) +SX14.52] + 8 3 12 
Iy = 224.67 pulg4. 
10000 X 224 I 67My ~ ::: 449.340 lb.pulg5 
CASO ESPECIAL: (HORMIGON ARMADO) 
h 
b = 25 em 
h = 55 em 
Vor i110 s de Acero 
d = 50 em 

n = Ea/Ee = 15 

o traeci6n de concreto =0 
I 
Luego e1 acero es e1 que soporta trc1.Cei6n 
M = 700000 kg.em 
Omi.tx a? 
Omax e? 
Varil1as de acero 
As. = 2 x 5 cm2 = 10 em2 
I 
,- b _I , /. b _, 
+rDr
I 1D dI 
I • • , I nAo 1-4­
SECCION 
TRANSFORMADA 
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Kd K .. (d - -) = d (J. - -) = Jd - Brazo de Palanca 
3 3 
Momentos respecto al eje neutro 
EM ... 0 
b (Kd) x Kd = nAa (d - Kd)
2 
Desarrollando y clesp~jando Kcl se tiene: 
b (Kd) 2 + nAaKd - nAad =0 
2 
12.5 (Kd) 2 + 150 Kd -7500= 0 - Kd = 19.22 em 
Fuerza a compresi6n ~ 
Kd • b X 0c 
C =Ao c = 2 "* T = C = 0 aAa 
M.,. [c Jd "" Ts] d 
, 'KdJd = d - - = 43.593 
Kd 2M kg
M = CJd =b x 2 x Or:: X Jd ~ crr:: = b (Kd) (Jd) = 66.8 cm2 
M 
= J.606 kg
AaJd cm 2 
4.7 FUERZA CORTANTE 
Veamos un caso sencillo clonde poclemos entrar en materia. 
~ 
t 
p 
.1.75 
~ ~ 
x f v 
cObservemos en el corte. I If )M
t 
Z;Fx = 0 No hay fuerza axial P 
Z;Fy = 0 P + V = 0 V = P + cortante 
2:t1c = 0 t1 Px =0 M =Px + flexi6n 
Observemos alguna similitud con la flexi6n. 
p 
Consideremos la viga en voladizo hecha de placas separadas y 
unidas en un extremo. 
Cuando se aplica una carga trf.lnsversal P en el extremo libre de 
esta viga se observa que las placas se deslizan entre si. 
Aunque el deslizamiento no ocurre en una viga hecha de un 
material homogeneo y cohesivo la tendencia a deslizarse si 
existe mostrando que ocurr~n esfuerzos en pIanos longitudinales 
horizontales tanto como en longitudinales verticales. 
Por otra parte, si la misma viga compuesta se somete a un par 
de flexion M en su extremo libre (b), las diferentes placas 
flexaran en circulos concentricos y no deslizaran una con 
respecto a la otra, verificando p~r 10 tanto el hecho de que no 
ocurre fuerza cortante en vigas sometidas a flexion pura. 
Debido a esto, si tomamos un cubo del material sornetido a 
cortante tenemos: 
1.76 
, 

'Txy = 'iy x 
'Ix y d A 
x 
trxdA 
't'x zd A 
LFy = 0 =?' f 't'"xydA = - V 

LFz = 0 ...,. / ,;xzeiA = 0 

Hip6tesis: 
Supondremos que la distribuci6n de los esfuerzos normales en 
una secci6n transversal dada no se afecta par las deformaciones 
causadas par los esfuerzos' cortantes'~ Segun esto la 
distribuci6n de esfuerzos normales debe ser la misma cuando la 
viga es sometida a una carga transversa.l P ~ 0 cuando es 
sometida a un par de flexi6n de momenta M = Px . 
M: P:c 
. (I 	 I) 

M : Px 	 M =Px 
V • 0 
Mientras los esfuerzosno excedan e1 up podemos determinar los 
esfuerzos normales bajo una 9arga trasnversal asi: 
Pxyax = My._r ­ I 
177 
)( 
o-x = -~ = - .f..!.L 
I I, f y 
p 
x 
Notemos que la distribucion de esfuerzos normales en una 
seccion transversal dada (x = constante) as lineal como en la 
flexion para los esfuerzos maximos seran en x =L. 
Esfuerzo maximo de compresion en-B 
Esfuerzo minimo de traccion 'en Btl 
Calculemos ah6ra los esfuerzos cortantes. 
p +VI 
pi t -, --H-"~'l~"A 8I, I~ 
_"PXY dAfJxdA = I 
EFx=O~H-f Pxy dA=O 
I 
H = I pXY'dA 
I 
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,/ 
~ 
• 
Px Y-C 
H = - f ydA ..... Q = f ydA
I Y=Yl. 
Primer momento.de inercia.: '() 
Q = f B 	+ b ydy ;;:' (.B + b) y. y ;;: Ay
222 
A: Area de la secci6n sombreada 
y: Distancia del centroide al eje neutro. 
Entonces: 
H = PO H = PO = flujo de corte = qIX x I 
E.l.:ua...<L-rl.e corte: Fuerza cortante por unidad de longitud ·8i 
hubiera tomada' la otra parte de, la Becci6n nos daria la miEana 
ecuaci6n~ pues fuerzas, cortante o.plicada en las daB 
porciones de la v son iguales y opuestas. Esto nos hace 
suponer que para que se de esto Q tendr ia que Ber de 1 mismo 
.:~ 
valor y de signa opuesto 10 que nos dlce que su suma da cera. 
Entonces la surna estos momentos es igual al momento del 
area de toda 16. secci6n transversal can respecto a su e.j e 
centroidal y por 10 tanto debe,sercero. 
Notemos que Q es maximo para, y~= O. 
Si tuviera lasiguienfe viga: 
W P, f' 

111l1II I1 
C 
o 
I Ojfjh. 
~ 	 " 
I I ! 1 
w 
I 111 1PI tV) M 
t RA 	 • 
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/ 
l 
EI flujo de corte saldria reernplazando P por surna de cargas 
aplicadas a Ia viga y como esta suma da Ia cortante V tenemos 
q Q/J V. 
donde: 
Q: Momento de primer orden cori respecto al eje neutra de Ia 
porci6n de Ia secci6n trasriversal, Iocalizada por encima 0 par 
debajo del punto cJ. 
Ahara, si cogieran un diferencial en la 
tendriamos: 
dB = qdx ~ dH = vo 
dA I· 
txy = VQ dx 
crt dx 
ecuaci6n H = PQ/I x, 
dx 
ciA 
180 
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/ 
~ 
" 
v 
Observemos: 
TYX = a en caras superiores, porque Q a Y ademas no hay 
fuerza aplicada en dichos caras. 
Tambien notemos que para y - 0 ~~ es maximo, pero e1 T prornedio 
no, pues depends del ancho d~ 1a secci6n asi como de Q. 
Esfuerzos cortantes en tipos cqIDunes de vigas. 
i'xz 
. + 11)( " 
~ rz~ ~ 1xz 
. "'prom=~ 
It 
AH = qAx 
Q: Momento de primer orden del area sombreada 
-r;prom = VQ
It 
La ecuaci6n puede usarse para de terminar los Tprom en cualquier 
elemento de pared delga.da siempre y cuando las cargas se 
apliquen en e1 plano de simetria del elemento. En Gada case) 131 
". 
corte debe ser perpendicular a Ie ~~perficie del ele~ento y 1a 
ecuaci6n dar~ 1a 'componente del esfuerzo cortante en la 
direcci6n de 18 tangente de dich~ 6uperficie. 
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